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Introduction



But de I'inférence statistique

On a

» X, = (Xi,...,Xy) un échantillon i.i.d. de fonction de répartition F
» O(F) une quantité d'intérét, qui dépend de F
» T(X,) une statistique, estimateur de 0(F),

on voudrait connaitre

> le biais : Ef(T (X)) — 0(F)
> la variance : Er(T?(X,)) — E3(T(&,))

> le MSE (EQM) : Er((T(Xn) — 6(F))?)
> la loi de T(X,) @ G"(x) =Pr(T(X,) < x), Vx.
> etc

pour comparer des estimateurs, connaitre leurs qualités, construire des intervalles
de confiance...
Probléme : toutes ses quantités dépendent de la loi F inconnue !



Ce que l'on sait

On a a disposition la fonction de répartition empirique des X;.

Fonction de répartition empirique

Pour X, = (Xi,...,X»), la fonction de répartition empirique est définie par

1 n
Fn(X) = ; Z ]].xr.gx, Vx.
i=1

On va considérer les estimateurs par plug-in.
Principe de plug-in
Pour tout paramétre 6(F) et tout échantillon X, = (Xi,...,X,), on considére

|'estimateur par plug-in .
T(X,) =0(F,) =0

— exemples : espérance, variance, médiane



Bootstrap



Bootstrap d'Efron 1982; Efron 1992

Conditionnellement 3 X, = (Xi,..., Xy), on construit des échantillons

Xl* - (X1*71 = Xml? cee aXI*,n - an)

‘Xl;k = (Xl;k,l = Xm b—1 . 7Xl;k,n - men)
(b—1)

n+l7 "

ol les my ont été tirés aléatoirement et avec remise dans {1,...,n}.
Loi des X;j conditionnelle a X,

Conditionnellement X, X; ; est une v.a. de fonction de répartition F,, fonction
de répartition empirique des Xi, ..., X,.



Estimateurs du bootstrap classique

Soit un paramétre inconnu 6(F)

» Monde réel

> avec I'échantillon initial X, on définit I'estimateur = 0(Fn) = T(Xn)

» on note G" la f.d.r. inconnue de é, qui dépend de F (et de n !), inconnue
» Monde bootstrap

> pour chaque échantillon bootstrapé X, on définit I'estimateur éz = T(X})
> conditionnellement a F,, de loi G™* qui dépend de F,
> on estime G™* par

B
-~ 1
G:,B(t) = E Z ]lé;fgt
b=1



Exemples d'estimateurs bootstrap (1)

Estimation de la loi de 6

La f.d.r. G" de § = T(X,) est définie pour t € R par
G'(t) = /lxgth"(X)
elle est estimée par (lere approximation du bootstrap)
G™*(t) = / Le<:dG™"(x) = Pr, (6} < t)
puis (2ieme approximation du bootstrap)

/G\:,B(t):/ﬂ-xgtda;,B(X)~



Exemples d'estimateurs bootstrap (2)

Estimation du biais de

Le biais de 0 est défini par
Er(T(X,)) —6(F) = /xdG"(x) —0(F)
est estimé (lere approximation) par
/xdG”’*(x) —0(F»)

puis (2ieme approximation) par

[ xaGia) — 0(F) = 36 - o).

B
b=1



Exemples d'estimateurs bootstrap (3)

Estimation de la variance de

Le biais de 0 est défini par
Er((T(Xn) — Ee(T(X0))?) = /(x— /xdG")sz"(x)

est estimé (lere approximation) par

/ (x — / xdG"*)2dG™* (x)

puis (2ieme approximation) par

etc



Eléments de validation asymptotique du bootstrap (1)

Le bootstrap fait deux approximations
(1 x (2) ~u
" Yen A6,

Pour contréler la deuxiéme approximation, on utilise une borne de
Dvoretsky-Kiefer-Wolfowitz.

Borne DKW, DKW (1956) - Massart (1990)

Si Zi,...,Zn est un échantillon i.i.d. de f.d.r. H et Hy est la f.d.r. empirique
associée alors

P(msup |Hu(x) — H(x)| > e) < 2exp(—26).

xER

Application pour le choix de B :
Si on veut que sup, g |G, g(x) — G™"(x)| < 0.02 avec une probabilité plus
grande que 0.05, comment choisir B 7



Eléments de validation asymptotique du bootstrap (2)

La premiere approximation est contrdlée par les développements d'Edgeworth
(voir Hall 2013). Si 6 est asymptotiquement normal :

0—46

) L
S:ﬁU(F) = N(0,1)

avec quelques conditions supplémentaires, on peut montrer que G" admet un
développement d'Edgeworth

B(S < ) = G0+ ox/v/A) = 0(x) + —3p(x)o(x) + O(2).

Dans le monde bootstrap, on peut montrer que si

0 -0
a(F)

S*=+/n
on a

Pr,(S" < x) = 6™ (0 + ox/vn) = D(x) + 1 p(x)0(x) + Oe(5).



Eléments de validation asymptotique du bootstrap (3)

Le point clé est que p(x) — p(x) = (’)p(nl—l/z). Un simple calcul montre alors :
» Approximation gaussienne
P(S < d(x) = L @ LI @ 1
(5 < %) = ®(x) = —zp(x)8(x) + O() = O(= )
» Approximation bootstrap

P(S < x) — P, (5" < x) = Op(%).



Exemples

Ca marche

> pour la moyenne quand

Vi(Xa —E(X)) 5 N(0,0?)

» pour la médiane quand

_ _ C 1
ﬁ(Fn (1/2)-F (1/2)) HJ\/—(Oym)
Ca ne marche pas pour les extrémes

> par exemple Xi,..., X, i.id. U(6,0 + 1) alors Xy, L pet

n(Xy) — 0) 5 £(1).



Intervalles de confiance par bootstrap



Intervalle de confiance du bootstrap basique

On définit les statistiques d'ordre des estimateurs bootstrap

Oy <0 < ... <O,

IC du bootstrap basique

IChasic(1 — ) = [2é - é(*rs(l—a/zny 20 - é(*(sa/zn}



Détails (1)



Détails (2)



Intervalle de confiance du percentile

S'il existe une fonction h monotone telle que la loi de h(T) est symétrique
autour de h(9).

IC du percentile

ICperc(1 — ) = [9(*[5(1/21),9;(3(17(1/2)})]



Détails (1)



Détails (2)



Intervalle de confiance du t-boostrap

Si on connait un estimateur 6 = o(F,) = o(X’) de la variance asymptotique
0?(F) de T =0, on considére la statistique studentisée

fa(Fn)

et ses versions boostrapées
O; — 6
o(Xy)

S = n

IC du t-boostrap

n)

ICtpoot(1 — ) = |0 — NG S(iBa—ay2)1) 0 — f[ 5([5(04/2)1)}



Détails (1)



Détails (2)



Test via l'intervalle de confiance du t-bootstrap

On consideére le probleme de test de Ho : 6 = 0y v.s. H1 : 0 # 6. On peut faire
ce test par bootstrap en comparant la statistique de test

= ~0—6

S - |\/EO'(Fn) ‘
aux statistiques bootstrapées

e Or—0

On définit alors la p-value boostrapée

. #{b:S; >S5 +1
pB = B+1

Si I'estimateur de la variance n'est pas disponible, on peut utiliser la statistique
|6 — o] et sa version bootstrappée |0, — 0|.



Application a la régression



Introduction

Probléme de la régression
On considére |'échantillon i.i.d. S = ((Yl,Xl), e (Yn,Xn)) avec
» Yi(Q)CR
> Xi(Q) C R
On veut estimer E(Y;|X;) = g(X;). On se donne un estimateur § = gs

Remarque : la fonction g est entierement déterminée par la loi conditionnelle de
Y: sachant X; et donc par la loi de (Y;, X).



Exemples

Régression linéaire

Yi=XiB + ¢
donc g(x) = xB et si € ~ L(0,0°) alors Yi|X; ~ L(Xi3,5°) . On se donne
&(x) = x5 avec (8 estimateur des moindres carrés de f.
Régression logistique
Yi(Q) = {0,1} et

exp(XiB)
1+ exp(Xif)

alors Y;|Xi ~ L(m(XiB), m(XiB)(1 — m(Xi3)). On se donne g(x) = 7(xB) avec
3 estimateur au maximum de vraisemblance de (.

E(Yi|X)) = P(Y; = 1|1X) = = 7(Xip)



Rééchantillonnage des cas (“cases sampling”)

Cases sampling
Puisque les (Y}, X;) sont supposés i.i.d.,

1. on échantillonne aléatoirement avec remise dans |'échantillon
S = ((Yl,Xl)7 R (Yn,Xn)> pour obtenir

Sf = (( Y1*,17 X1*,1)7 RN (Yl*,m Xl*,n)>

S = ((Ya Xen), . (Yo, Xi0))

2. on calcule sur chaque échantillon bootstrappé é’s:.



Rééchantillonnage des erreurs (“errors sampling”) dans le modéle linéaire

Dans le modéle de régression linéaire, on définit les résidus par
e=Yi—XB Vi=1,...,n.
On montre que
E(ei) = 0 et V(e)) = (1 — Hi)o®
avec H= X(X"X)"'XT. On définit alors les résidus studentisés

5 €i

e = —F/—.
V31— Hi6_;

Les e sont censés &tre proches en loi des e,-/az. Si, par exemple, les €; sont
gaussiens, on peut montrer

e ~T(n—p—1).



Errors sampling

1. On calcule les estimateurs B et 62 3 partir de S, puis les résidus studentisés

s s
€,y 6Ep.
2. on échantillonne aléatoirement avec remise dans |'échantillon (els, A e,?)

pour obtenir

(ei’1*7...7ei’:)...(eg:L...,ei‘;)

3. on reconstruit pour chaque b et chaque i

* A A S%
Yb,i = X,ﬂ -+ aeb i

s

4. on calcule dans chaque échantillon bootstrapé des estimateurs de 3 et 2.



Rééchantillonnage des erreurs (“errors sampling”) dans le modéle logistique

Dans le modele logistique, il n'y a pas d'erreur €. On définit cependant

> les résidus de Pearson

P Yi—R(X)

T RO - A

> les résidus de déviance

el =+/—2log(#(X)si Yi=1
= —/—2log(1 — #(X")) si Y; = 0.

lls jouent le mé&me rdle que les résidus studentisés e du modele linéaire. En
particulier, on peut écrire “a la louche”

Y = m(XiB) + Vi — n(XiB) = n(XiB) + "ef Vi=1,...,n
avec ¢; a valeurs sur {—m(Xi3),1 — 7(Xi5)}, qui vérifient

E(ei) = 0 et V(&) = m(XiB)(1 — m(XiB).



Errors sampling

1. On calcule les estimateurs /3 a partir de S, puis les résidus de Pearson (ou

de déviance) ef ... el
2. on échantillonne aléatoirement avec remise dans I'échantillon (ef7 e e,',’)
pour obtenir
P, P,x P,x P,x
(eri---re1p)---(egrs---res

3. on calcule pour chaque b et chaque i

Cor = 7(XB) +\/m (X AL — 7 (XDl

4. si (b <1/2, 0n fixe Y, ; =0 etsi(pi > 1/2, on fixe Ypi=1

5. on calcule dans chaque échantillon bootstrapés des estimateurs de 3.

NB : cet algorithme s'étend simplement a tous les modeéles linéaires généralisés.



Application aux tests par bootstrap: errors sampling

Grace a I'algorithme “errors sampling”, on peut construire des tests par
bootstrap. On note, pour chaque i, X; = (X7, X?) avec X7 € R et XP € R?
de sorte que

XiB = Xy + XPs.

- _
Supposons qu'on veut tester Hy : 6 = 0 v.s Hp. Les statistiques de tests a
considérer sont

> la statistique de Fisher dans le modéele de régression linéaire

_ (n=p)(IlY = X3P~ Y - XBI?)

F -
Y = XBI1

> la statistique du rapport de vraissmblance dans le modéle logistique
A= —-2]log (V(¥)) —log (V(3))] -

On a besoin pour garantir un niveau « au test (ou pour calculer une p-value) de
connaire la loi de F et A sous Hp.



Boostrap sous Hy

1. On calcule I'estimateur 4 a partir de S dans le modéle sous Hp, puis les

. . o s, S,
résidus studentisés (ou de Pearson ou de déviance) %, ..., e;"°
2. on échantillonne aléatoirement avec remise dans |'échantillon
s, s, :
(e77%,...,en?) pour obtenir
S,a,% S,a,* S,a,* S,a,*
(‘91,1 e, €] )...(e&1 s € )

3. on calcule pour chaque b et chaque i

Yy, =777



Bootstrap sous Hy

1. On calcule les estimateurs 4 et 642 3 partir de S dans le modéle sous Hp,

. . . L. s s,
puis les résidus studentisés (ou de Pearson ou de déviance) e, ..., €7
2. on échantillonne aléatoirement avec remise dans I'échantillon
S s .
(677, ..., en?) pour obtenir
S,a,% S,a,* S,a,% S,a,*
(e el ) e (eg 1"

’

3. on calcule pour chaque b et chaque i

Yb,—Xa’Y+5'a2 Sa*

s *, H *, H
4. on calcule les valeurs bootstrapées F;"'°, ... Fg'™°



Exercice: prédiction dans le modele linéaire

» On dispose d'un échantillon S = ((Yl,Xl)7 ce (Yn,Xn)) (échantillon
d'apprentissage)

» On dispose des variables explicatives Xy pour un nouvel individu. On note
Y. la valeur non-observée de sa réponse.

» On note I'erreur de prédiction

Bp(+) = Vi — Vi = X B — Vi = X B — (X; B+ ey)

1. En notant G la f.d.r. (inconnue) de Ep(+), donner un IP exact pour Y.
2. Proposer des versions bootstrapées de Ep(+)

3. Donner un IP par bootstrap basique pour Y;.



Détails



Sub-sampling



PrincipePolitis, Romano, and Wolf 1999

Conditionnellement 3 X = (X, ..., X,), on construit des échantillons

Xs, = (X51(1)7 SRRE) XSl("b))

Xs, = (Xsy1)s - -+ Xsy(my)

ol les Sy ont été tirés aléatoirement uniformément sur

{S c{1,...,n},|S| = nb}. Il'y a donc (:) sous-échantillons possibles.
b



Estimateurs par sub-sampling

Soit un parameétre inconnu 6(F)

» Monde réel

> avec I'échantillon initial X, on définit I'estimateur = 0(Fn) = T(X5) que
I'on suppose symétrique en X1, ..., X, (invariant par permutation)
> on note G" la f.d.r. inconnue de 8, qui dépend de F, inconnue

> Sous-échantillonnage

> pour chaque sous-échantillon X5, , on définit |'estimateur éf = T(Xs,)
» conditionnellement a F,, de loi G,f uniforme sur

{6°,sc{1,....n},IS| = np}



Estimateur re-normalisé

En pratique (intervalles de confiance, tests), on s'intéresse plutét a la variable
ra(T(Xa) — 6(F))
avec r, — oo dont les équivalents sous-échantillonnés sont

ro (T(XZ) — T(Xn)).

Conditions

Si r,,(T(Xn) - H(F)) 5 £* alors rb(T(XkS) - O(F)) 5 £* quand r, — 0. Il
faut donc s'assurer que
1 (T(X) — 6(F)) = 0

soit ry/r, — 0.



Exemple de la moyenne

On suppose Xi, ..., X, i.i.d. de f.d.r F inconnue, on choisit 8(F) = E(X;) et on
suppose V(X;) = o2

On pose T(X,) = X,, dans ce cas ﬁ()_(n — O(F)) 5 N(0,05?). Les versions
sous-échantillonnées sont alors

Vs (T(X7) = Xa).

Les conditions sont vérifiées si n, — oo et np/n — 0 puisqu'on a alors bien
Vs (T(X,) — (F)) 5 0.

On peut montrer que, conditionnellement a X,

E(vns(T(X) — Xa)) =0
E (s (T(X5) - X)) = %az.



Détails



Jackknife et leave-one-out

Historiquement cette méthode a été introduite par Quenouille et
Tuckey Quenouille 1956; Tukey 1958 qui proposaient de travailler avec des
échantillons de taille n — 1.

Estimateur du jackknife de la variance de 6
On définit
— 1

V() == () - %Z T(x9))?

n
i=1 k

Exercice

1. A quelle renormalisation de la statistique correspond ce choix ?

2. Dans le cas de la moyenne, quelle est la loi limite de cette statistique ?



Application au minimum

Le bootstrap ne marche pas pour les extrémes, le sub-sampling si. Par exemple
X,y X iid. U(0,0 + 1) alors Xy — 0 et

n(Xy — 0) 5 £(1).



Erreur de généralisation, cross-validation et bootstrap



Vrai modele, sélection de modele

Modéles, vrai modéle

On se donne une famille de modeéles M, par exemple M = P{1,...,p}. On
suppose qu'il existe un vrai modeéle m* € M tel que :

y = x(mgm) e

avec ¢ i.i.d., E(e;) = 0 et V(¢;) = o2
sélection de modele : on veut retrouver m*.

Estimation dans le modeéle m

Dans le modéle m, on note |m| le nombre de covariables qu'il contient et

B("’) — ((X("’))Tx('")) 71(x(m))T Y
y(m _ X(m)B(m)
o= Y = Y3

n— |m|



Moindres carré, risque quadratique et validation interne

Le risque quadratique de y(m) pour l'estimation de X*3* est donné par

E(|| V™ — X6 |%) = E(| V'™ — XM ™) + | X" 5™ — x*p||?

variance biais2

_ 02|m| + ”X(m)B(m) _ X*B*HZ

ot XM Bm est la projection de X*3* sur vect(X("’)). Pour I'espérance de
I'erreur de prédiction (erreur apparente), on montre que

E(| V™ = Y1) = (n—m[)o® + | X" 8 — X" 57|
Finalement
E([ V™ = X*87|") = o*|m| — (n — [m[)o” + B(| V™ - ¥|*)
=20%m| + E(|Y"™ = Y|?) = no?.



Cp de Mallows
On choisit mc, € M tel que :
Mcp, = argmin Cp(m),
meM
avec o
m)2
@ Iml

(o’mtot 2 n

Cp(m) =



Validation externe

Si on avait a disposition d'autres données, on aurait

> des données d'apprentissage (training, learning set)
St ={(Y1, X)), -, (Yn, Xn)}

> des données de validation, de test (testing, validation set)
ST = {(Y+,17X+,1)7 cey (Y+,n’7X+,n’)} avec Y+ = X+6* + et ET cet €+
indépendants.

On choisirait alors le modéle qui minimise I'erreur de généralisation.

Generalization error, erreur de généralisation

E(| Ve = VIR = E(|| Y5 = X B7°) = n'0® + Imlo® + | X5 — X" 7|7

Théoriquement, on choisit le méme modele qu'avec le risque quadratique :

E(|V"™ = X*8°|°) = o®|m| + | X" 5™ — x|



Exces d'erreur

Si on minimisait
E(| V™ = Y1) = (n—m)o® + | X" 8 — X" 57|12
on choisirait toujours le plus grand modeéle.
Excess error, excés d'erreur
On définit I'excés d’erreur comme

E(||Y: = V™I —E(IV™ - Y?)



Estimation de I'erreur de généralisation et de |'excés d'erreur

On estime I'erreur de généralisation E(|| Y} — \A/im)||2) =E(|Y; — X:3™]?) 3
partir de I'échantillon St = {(Y4+,1, X41), ..., (Yo, Xy )} par

1< A(m
v Z(ﬂ,i — Xy i3,
i=1

N

ou B("’) a été calculé sur I'échantillon d'apprentissage S; et dans le modéle m.



En pratique

Méme en |'absence de données de validation (situation fréquente en pratique),
on peut vouloir créer des données qui “ressemblent” a des données de test pour
appliquer ce qui précede. Il y a deux grandes méthodes

» la cross-validation

> le bootstrap



Leave-one-out (jackknife)

Chaque observation joue a tour de rdle le réle d'échantillon de validation.

Estimation de I'erreur de généralisation par leave-one-out

n

- m 1 A(m
E(| Vs = VEPI2),0, = = > (Vi = X8,

n
i=1

ol B((Ta) a été calculé sur I'échantillon S \(Y;, Xi) et dans le modéle m.



K-fold cross-validation

On découpe I'échantillon initial en K sous-ensembles pour obtenir la partition
S =81,1U...US k. Dans le cas, ol n = Kng, on tire aléatoirement et sans
remise dans S, pour former les Sp k.

Estimation de I'erreur de généralisation par K-fold cross-validation

eg(m)Kfold—cv = (||Y+ - H )Kfold o nK K Z Z(Yk’ X ’5 ml )

k=1 i=1

ou B((Tl a été calculé sur I'échantillon S{\S. « et dans le modéle m. On peut
préférer |'ajustement

— —

e8(M)a_krog—cv = E(|| Y4 — Yim)‘|2)A—Kfold—cv =E(IYy - YJ(rm)||2)Kfold—cv

K n
1 a2 1 A(m) \2
+ Y = X5l _WZZ(Y"_X’ﬂ(*k))'

k=1 i=1



Estimation de |'excés d’erreur

Une estimation bootstrap de I'exces d'erreur
ee(m) =E(]| Y — V™2 — V1™ — v|?)

est

ce() o = BZZ(Y XB3) = (Y= XiaBi)’):

b=1 i=1

Estimation de I'erreur de généralisation par bootstrap

On obtient alors un estimateur par bootstrap de I'erreur de généralisation

— - 1=, o 2
€8 (M) poor = €€(M) ooy + - (V7 = V)
i=1



Bootstrap pour les séries temporelles



Notations

On va considérer des (X;):cz (faiblement) stationnaires.
> On définit p = E(X;)
> la fonction d’autocovariance yx(h) = Cov(Xs, Xst4)

» |a fonction d’autocorrelation

_ wx(h)




Estimation
A partir des observations Xi, ..., X, (de la série stationnaire X), on peut

calculer
> |la moyenne X = %Z::I X
» l|a fonction d’autocovariance empirique

n—|h|

. 1 . .

(h) = 2 > Kesy = X)(Xe = X) ¥ < h < n
t=1

» |a fonction d’autocorrélation empirique

_ dx(h)
4x(0)

px(h) :
Théoréme

Sous des conditions générales, si X est un bruit blanc, alors pour n assez grand,
I’ACF empirique, px(h), for h=1,2,..., H, ol H est fixé mais arbitraire, est
approximvement de loi gaussienne de moyenne nulle et d'écart-type

1

Tpx(h) = %



Modele ARMA(p, q)
Un processus ARMA(p, g) X est stationnaire et définit via
®(np) Xe = O(np)we

ol w ~ WN(O, 02), ® est un polynome d'ordre p, © un polynome d’ordre q et ®
et © n'ont pas de zéro commun.

» Ce processus ARMA(p, q) est causal ssi
P(z) =0« |z] > 1.

> |l est inversible ssi les racines ©(z) sont hors du cercle unité.



Representations causale et inversible

Considerons un processus ARMA causal, inversible définit par
®(np)Xe = O(np)we. Il peut étre récrit comme

» un MA(c0) (décomposition de Wold):

Xi = ¢E::; Wt = 1/)(nb Wt = Z VWi —k

k>0

> ou un AR(oc0)

_ d>(nb) _ _
Wt = @(nb)Xt = 7r(nb)Xt = ZTrkXt_k

k>0

Remarque : on écrit un processus AR(p) comme X; = J‘.’: ¢F Xi—j + €.



Equation de Yule-Walker pour un AR(p)

La fonction d'autocovariance et les parametres du modele vérifient

g™ =7 et o™ =7(0) = (¢")

N

ou

fo=(0=0) 0 = (06) et = (0 2(0)

1<jk<p’
En notant 7, = (’y(l), . g“y(p))T les autocovariances empiriques, on obtient
PPN R R AT~

¢=T," and 6°=4%(0) - ¢'7.

Si le bruit est gaussien, on peut définir les estimateurs au maximum de
vraisemblance.



Loi asymptotique des estimateurs

Sous des conditions faibles sur w, et si le AR(p) est causal, |'estimateur de
Yule-Walker vérifie

Va(é—¢") 5 N(0,0%'T; )

A2 P2
o — o0

RS

Les estimateurs au maximum de vraisemblance dans ce modéle ont la méme loi
asymptotique.



Prédiction linéaire

Meilleur prédicteur linéaire pour un AR(p)

Si X est un processus AR(p) causal alors le meilleur prédicteur linéaire de X
basé sur Xi—1, Xe—1,..., Xe—p est

XP' = 1 Xe1 + 2 Xeoa + ...+ dpXeop.
L'erreur de prédiction est alors donnée par

egp) = Xfp) — Xt = Wt.



Autoregressive-sieve bootstrap in Kreiss 1992
On approxime la représentation AR(co) par une répresentation AR(p,) (avec

pn — 00 quand n — 00), puis on ré-échantillonne suivant la procédure suivante

1. Estimer I'ordre p, et les coefficients associés ¢1,n, ..., ®p,,n (par la méthode
de Yule-Walker ou le maximum de vraisemblance).

2. Définir les résidus

Pn
Efp") = )A(t(p") — X; = Z(Z),-,,,Xt,j —Xepourt=p,+1,...,n

=1

les centrer en définissant

" R 1 s
gﬁpn) — eipn) _ _ Z egpn)

n—pn &
t=pn+1
3. Pour b=1,...,B, reconstruire
S, S,
Xooni1r 1 Xpm -
comme un AR(pn) avec les coefficients estimés ¢1,n, ..., ¢p, n €t un tirage

aléatoire avec remise dans les résidus (ESP"))t I
=p+1,...,n



Block bootsrap, in Kunsch 1989; Politis and Romano 1994

1. On commence par “circulariser” la série en posant
Xnt1 = X1, Xop2 = Xo, . ..

2. On choisit un entier 1 < / < n et on pose N = [n//].

3. Pourb=1,...,B

3.1 on tire aléatoirement et avec remise N entiers v, , (k =1,.
n

3.2 on crée les blocs Xub_’k,X,Jbvkﬂ7 S ,Xl,bykJr,,l de longueur /
3.3 on les concaténe pour créer la série bootstrapée

B, B,
(Xb,l*’ e ’Xb,n*) = (XVb,17XVb,1+17 .

.., N) entre 1 et

) Xuby1+lfla sy XI/b,N:XVb7N+17 ceey Xub,N+lf



Détails



References |

[

B
[
[

Bradley Efron. The jackknife, the bootstrap and other resampling
plans. SIAM, 1982,

"

Bradley Efron. “Bootstrap methods: another look at the jackknife”.
In: Breakthroughs in Statistics. Springer, 1992, pp. 569-593.

Peter Hall. The bootstrap and Edgeworth expansion. Springer
Science & Business Media, 2013.

Jens-Peter Kreiss. “Bootstrap procedures for AR (0o)—processes”.
In: Bootstrapping and Related Techniques. Springer, 1992,
pp. 107-113.

Hans R Kunsch. “The jackknife and the bootstrap for general
stationary observations”. In: The annals of Statistics (1989),
pp. 1217-1241.

Dimitris N Politis and Joseph P Romano. “The stationary bootstrap”.
In: Journal of the American Statistical association 89.428 (1994),
pp. 1303-1313.

Dimitris N Politis, Joseph P Romano, and Michael Wolf.
Subsampling Springer series in statistics. 1999.



References Il

Maurice H Quenouille. “Notes on bias in estimation”. In: Biometrika
43.3/4 (1956), pp. 353-360.

John W Tukey. “Bias and confidence in not-quite large samples”. In:
Annals of Mathematical Statistics. Vol. 29. 2. INST
MATHEMATICAL STATISTICS IMS BUSINESS OFFICE-SUITE 7,
3401 INVESTMENT BLVD, HAYWARD, CA 94545. 1958,

pp. 614-614.



	Introduction
	Bootstrap
	DÃ©finitions et rÃ©sultats
	Exemples d'estimateurs
	ElÃ©ments de validation asymptotique

	Intervalles de confiance par bootstrap
	Intervalles de confiance
	Test par bootstrap

	Application Ã€ la rÃ©gression
	Introduction
	RÃ©Ã©chantillonnage
	Tests par bootstrap

	Sub-sampling
	Erreur de gÃ©nÃ©ralisation, cross-validation et bootstrap
	sÃ©lection de modÃ¨le
	Validation interne
	Validation externe
	Cross-validation
	Bootstrap

	Bootstrap pour les sÃ©ries temporelles
	Rappels
	Autoregressive-sieve bootstrap


