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Introduction



But de l’inférence statistique

On a

I Xn = (X1, . . . , Xn) un échantillon i.i.d. de fonction de répartition F
I θ(F ) une quantité d’intérêt, qui dépend de F
I T (Xn) une statistique, estimateur de θ(F ),

on voudrait connaître

I le biais : EF (T (Xn)) − θ(F )
I la variance : EF (T 2(Xn)) − E2

F (T (Xn))
I le MSE (EQM) : EF

(
(T (Xn) − θ(F ))2)

I la loi de T (Xn) : Gn(x) = PF (T (Xn) ≤ x), ∀x .
I etc

pour comparer des estimateurs, connaître leurs qualités, construire des intervalles
de confiance...
Problème : toutes ses quantités dépendent de la loi F inconnue !



Ce que l’on sait

On a à disposition la fonction de répartition empirique des Xi .

Fonction de répartition empirique

Pour Xn = (X1, . . . , Xn), la fonction de répartition empirique est définie par

Fn(x) = 1
n

n∑
i=1

1Xi ≤x , ∀x .

On va considérer les estimateurs par plug-in.

Principe de plug-in

Pour tout paramètre θ(F ) et tout échantillon Xn = (X1, . . . , Xn), on considère
l’estimateur par plug-in

T (Xn) = θ(Fn) = θ̂

→ exemples : espérance, variance, médiane



Détails



Bootstrap



Bootstrap d’Efron 1982; Efron 1992

Conditionnellement à Xn = (X1, . . . , Xn), on construit des échantillons

X ∗
1 = (X∗

1,1 = Xm1 , . . . , X∗
1,n = Xmn )

. . .

X ∗
b = (X∗

b,1 = Xm(b−1)n+1 , . . . , X∗
b,n = Xmbn )

. . .

où les mk ont été tirés aléatoirement et avec remise dans {1, . . . , n}.

Loi des X∗
b,j conditionnelle à Xn

Conditionnellement Xn, X∗
b,j est une v.a. de fonction de répartition Fn, fonction

de répartition empirique des X1, . . . , Xn.



Détails



Estimateurs du bootstrap classique

Soit un paramètre inconnu θ(F )

I Monde réel
I avec l’échantillon initial Xn, on définit l’estimateur θ̂ = θ(Fn) = T (Xn)
I on note Gn la f.d.r. inconnue de θ̂, qui dépend de F (et de n !), inconnue

I Monde bootstrap
I pour chaque échantillon bootstrapé X ∗

b , on définit l’estimateur θ̂∗
b = T (X ∗

b )
I conditionnellement à Fn, de loi Gn,∗ qui dépend de Fn
I on estime Gn,∗ par

Ĝ∗
n,B(t) =

1
B

B∑
b=1

1θ̂∗
b ≤t



Détails



Exemples d’estimateurs bootstrap (1)

Estimation de la loi de θ̂

La f.d.r. Gn de θ̂ = T (Xn) est définie pour t ∈ R par

Gn(t) =
∫

1x≤tdGn(x)

elle est estimée par (1ere approximation du bootstrap)

Gn,∗(t) =
∫

1x≤tdGn,∗(x) = PFn (θ̂∗
b ≤ t)

puis (2ieme approximation du bootstrap)

Ĝ∗
n,B(t) =

∫
1x≤tdĜ∗

n,B(x).



Exemples d’estimateurs bootstrap (2)

Estimation du biais de θ̂

Le biais de θ̂ est défini par

EF (T (Xn)) − θ(F ) =
∫

xdGn(x) − θ(F )

est estimé (1ere approximation) par∫
xdGn,∗(x) − θ(Fn)

puis (2ieme approximation) par∫
xdĜ∗

n,B(x) − θ(Fn) = 1
B

B∑
b=1

θ̂∗
b − θ(Fn).



Exemples d’estimateurs bootstrap (3)

Estimation de la variance de θ̂

Le biais de θ̂ est défini par

EF ((T (Xn) − EF (T (Xn))2) =
∫

(x −
∫

xdGn)2dGn(x)

est estimé (1ere approximation) par∫
(x −

∫
xdGn,∗)2dGn,∗(x)

puis (2ieme approximation) par∫
(x −

∫
xdĜ∗

n,B)2dĜ∗
n,B(x) = 1

B

B∑
b=1

(θ̂∗
b − 1

B

B∑
b=1

θ̂∗
b )2.

etc



Eléments de validation asymptotique du bootstrap (1)

Le bootstrap fait deux approximations

Gn (1)→ Gn,∗ (2)→ Ĝ∗
n,B .

Pour contrôler la deuxième approximation, on utilise une borne de
Dvoretsky-Kiefer-Wolfowitz.

Borne DKW, DKW (1956) - Massart (1990)

Si Z1, . . . , ZN est un échantillon i.i.d. de f.d.r. H et HN est la f.d.r. empirique
associée alors

P
(√

N sup
x∈R

|HN(x) − H(x)| > ε
)

≤ 2 exp(−2ε2).

Application pour le choix de B :
Si on veut que supx∈R |Ĝ∗

n,B(x) − Gn,∗(x)| ≤ 0.02 avec une probabilité plus
grande que 0.05, comment choisir B ?



Eléments de validation asymptotique du bootstrap (2)

La première approximation est contrôlée par les développements d’Edgeworth
(voir Hall 2013). Si θ̂ est asymptotiquement normal :

S =
√

n θ̂ − θ

σ(F )
L→ N (0, 1)

avec quelques conditions supplémentaires, on peut montrer que Gn admet un
développement d’Edgeworth

P(S ≤ x) = Gn(θ + σx/
√

n) = Φ(x) + 1
n1/2 p(x)φ(x) + O( 1

n ).

Dans le monde bootstrap, on peut montrer que si

S∗ =
√

n θ̂∗ − θ̂

σ(F )
on a

PFn (S∗ ≤ x) = Gn,∗(θ + σx/
√

n) = Φ(x) + 1
n1/2 p̂(x)φ(x) + OP( 1

n ).



Détails



Eléments de validation asymptotique du bootstrap (3)

Le point clé est que p(x) − p̂(x) = OP( 1
n1/2 ). Un simple calcul montre alors :

I Approximation gaussienne

P(S ≤ x) − Φ(x) = 1
n1/2 p(x)φ(x) + O( 1

n ) = O( 1
n1/2 )

I Approximation bootstrap

P(S ≤ x) − PFn (S∗ ≤ x) = OP( 1
n ).



Exemples

Ca marche

I pour la moyenne quand
√

n
(
X̄n − E(X)

) L→ N (0, σ2)

I pour la médiane quand
√

n
(
F −

n (1/2) − F −(1/2)
) L→ N

(
0,

1
4f 2(F −(1/2))

)
Ca ne marche pas pour les extrêmes

I par exemple X1, . . . , Xn i.i.d. U(θ, θ + 1) alors X(1)
P→ θ et

n(X(1) − θ) L→ E(1).



Intervalles de confiance par bootstrap



Intervalle de confiance du bootstrap basique

On définit les statistiques d’ordre des estimateurs bootstrap

θ̂∗
(1) ≤ θ̂∗

(2) ≤ . . . ≤ θ̂∗
(B)

IC du bootstrap basique

ÎC
∗
basic(1 − α) =

[
2θ̂ − θ̂∗

(dB(1−α/2)e), 2θ̂ − θ̂∗
(dBα/2e)

]



Détails (1)



Détails (2)



Intervalle de confiance du percentile

S’il existe une fonction h monotone telle que la loi de h(T ) est symétrique
autour de h(θ).

IC du percentile

ÎC
∗
perc(1 − α) =

[
θ̂∗

(dBα/2e), θ̂∗
(dB(1−α/2)e)

]



Détails (1)



Détails (2)



Intervalle de confiance du t-boostrap

Si on connaît un estimateur σ̂ = σ(Fn) = σ(X ) de la variance asymptotique
σ2(F ) de T = θ̂, on considère la statistique studentisée

S =
√

n θ̂ − θ

σ(Fn)

et ses versions boostrapées

S∗
b =

√
n θ̂∗

b − θ̂

σ(X ∗
b ) .

IC du t-boostrap

ÎC
∗
tboot(1 − α) =

[
θ̂ − σ(Fn)√

n
S∗

(dB(1−α/2)e), θ̂ − σ(Fn)√
n

S∗
(dB(α/2)e)

]



Détails (1)



Détails (2)



Test via l’intervalle de confiance du t-bootstrap

On considère le problème de test de H0 : θ = θ0 v.s. H1 : θ 6= θ0. On peut faire
ce test par bootstrap en comparant la statistique de test

S̄ = |
√

n θ̂ − θ0

σ(Fn) |

aux statistiques bootstrapées

S̄∗
b = |

√
n θ̂∗

b − θ̂

σ(X ∗
b ) |.

On définit alors la p-value boostrapée

p̂B = #{b : S̄∗
b > S̄} + 1

B + 1

Si l’estimateur de la variance n’est pas disponible, on peut utiliser la statistique
|θ̂ − θ0| et sa version bootstrappée |θ̂∗

b − θ̂|.



Détails



Application à la régression



Introduction

Problème de la régression

On considère l’échantillon i.i.d. S =
(

(Y1, X1), . . . , (Yn, Xn)
)

avec

I Yi(Ω) ⊂ R
I Xi(Ω) ⊂ Rp .

On veut estimer E(Yi |Xi) = g(Xi). On se donne un estimateur ĝ = ĝS

Remarque : la fonction g est entièrement déterminée par la loi conditionnelle de
Yi sachant Xi et donc par la loi de (Yi , Xi).



Exemples

Régression linéaire

Yi = Xiβ + εi

donc g(x) = xβ et si ε ∼ Lε(0, σ2) alors Yi |Xi ∼ Lε(Xiβ, σ2) . On se donne
ĝ(x) = x β̂ avec β̂ estimateur des moindres carrés de β.

Régression logistique

Yi(Ω) = {0, 1} et

E(Yi |Xi) = P(Yi = 1|Xi) = exp(Xiβ)
1 + exp(Xiβ) = π(Xiβ)

alors Yi |Xi ∼ L(π(Xiβ), π(Xiβ)(1 − π(Xiβ)). On se donne ĝ(x) = π(x β̂) avec
β̂ estimateur au maximum de vraisemblance de β.



Rééchantillonnage des cas (“cases sampling”)

Cases sampling

Puisque les (Yi , Xi) sont supposés i.i.d.,

1. on échantillonne aléatoirement avec remise dans l’échantillon
S =

(
(Y1, X1), . . . , (Yn, Xn)

)
pour obtenir

S∗
1 =

(
(Y ∗

1,1, X∗
1,1), . . . , (Y ∗

1,n, X∗
1,n)

)
. . .

S∗
B =

(
(Y ∗

B,1, X∗
B,1), . . . , (Y ∗

n,B , X∗
n,B)

)
2. on calcule sur chaque échantillon bootstrappé ĝS∗

b
.



Rééchantillonnage des erreurs (“errors sampling”) dans le modèle linéaire

Dans le modèle de régression linéaire, on définit les résidus par

ei = Yi − Xi β̂ ∀i = 1, . . . , n.

On montre que

E(ei) = 0 et V(ei) = (1 − Hii)σ2

avec H = X(X>X)−1X>. On définit alors les résidus studentisés

eS
i = ei√

1 − Hii σ̂−i
.

Les eS
i sont censés être proches en loi des ei/σ2. Si, par exemple, les εi sont

gaussiens, on peut montrer

e∗
i ∼ T (n − p − 1).



Détails



Errors sampling

1. On calcule les estimateurs β̂ et σ̂2 à partir de S, puis les résidus studentisés
eS

1 , . . . , eS
n .

2. on échantillonne aléatoirement avec remise dans l’échantillon (eS
1 , . . . , eS

n )
pour obtenir

(eS,∗
1,1 , . . . , eS,∗

1,n ) . . . (eS,∗
B,1 , . . . , eS,∗

n,B )

3. on reconstruit pour chaque b et chaque i

Y ∗
b,i = Xi β̂ + σ̂eS,∗

b,i

4. on calcule dans chaque échantillon bootstrapé des estimateurs de β et σ2.



Rééchantillonnage des erreurs (“errors sampling”) dans le modèle logistique

Dans le modèle logistique, il n’y a pas d’erreur ε. On définit cependant

I les résidus de Pearson

eP
i = Yi − π̂(X i)√

π̂(X i)(1 − π̂(X i))
.

I les résidus de déviance

eD
i =

√
−2 log(π̂(X i) si Yi = 1

= −
√

−2 log(1 − π̂(X i)) si Yi = 0.

Ils jouent le même rôle que les résidus studentisés eS
i du modèle linéaire. En

particulier, on peut écrire “à la louche”

Yi = π(Xiβ) + Yi − π(Xiβ) = π(Xiβ) + “ε′′
i ∀i = 1, . . . , n

avec εi à valeurs sur {−π(Xiβ), 1 − π(Xiβ)}, qui vérifient

E(εi) = 0 et V(εi) = π(Xiβ)(1 − π(Xiβ).



Errors sampling

1. On calcule les estimateurs β̂ à partir de S, puis les résidus de Pearson (ou
de déviance) eP

1 , . . . , eP
n .

2. on échantillonne aléatoirement avec remise dans l’échantillon (eP
1 , . . . , eP

n )
pour obtenir

(eP,∗
1,1 , . . . , eP,∗

1,n ) . . . (eP,∗
B,1 , . . . , eP,∗

n,B )

3. on calcule pour chaque b et chaque i

ζb,i = π(Xi β̂) +
√

π(Xi β̂)(1 − π(Xi β̂)eP,∗
b,i .

4. si ζb,i < 1/2, on fixe Y ∗
b,i = 0 et si ζb,i ≥ 1/2, on fixe Y ∗

b,i = 1
5. on calcule dans chaque échantillon bootstrapés des estimateurs de β.

NB : cet algorithme s’étend simplement à tous les modèles linéaires généralisés.



Application aux tests par bootstrap: errors sampling

Grâce à l’algorithme “errors sampling”, on peut construire des tests par
bootstrap. On note, pour chaque i , Xi = (X a

i , X b
i ) avec X a

i ∈ Rpa
et X b

i ∈ Rpb

de sorte que
Xiβ = X a

i γ + X b
i δ.

Supposons qu’on veut tester H0 : δ =
→
0 v.s H̄0. Les statistiques de tests à

considérer sont

I la statistique de Fisher dans le modèle de régression linéaire

F =
(n − p)

(
‖Y − X aγ̂‖2 − ‖Y − X β̂‖2)

‖Y − X β̂‖2

I la statistique du rapport de vraisemblance dans le modèle logistique

Λ = −2
[
log

(
V(γ̂)

)
− log

(
V(β̂)

)]
.

On a besoin pour garantir un niveau α au test (ou pour calculer une p-value) de
connaîre la loi de F et Λ sous H0.



Boostrap sous H0

1. On calcule l’estimateur γ̂ à partir de S dans le modèle sous H0, puis les
résidus studentisés (ou de Pearson ou de déviance) eS,a

1 , . . . , eS,a
n .

2. on échantillonne aléatoirement avec remise dans l’échantillon
(eS,a

1 , . . . , eS,a
n ) pour obtenir

(eS,a,∗
1,1 , . . . , eS,a,∗

1,n ) . . . (eS,a,∗
B,1 , . . . , eS,a,∗

n,B )

3. on calcule pour chaque b et chaque i

Y ∗
b,i =???

4. ???



Bootstrap sous H0

1. On calcule les estimateurs γ̂ et σ̂a,2 à partir de S dans le modèle sous H0,
puis les résidus studentisés (ou de Pearson ou de déviance) eS,a

1 , . . . , eS,a
n .

2. on échantillonne aléatoirement avec remise dans l’échantillon
(eS,a

1 , . . . , eS,a
n ) pour obtenir

(eS,a,∗
1,1 , . . . , eS,a,∗

1,n ) . . . (eS,a,∗
B,1 , . . . , eS,a,∗

n,B )

3. on calcule pour chaque b et chaque i

Y ∗
b,i = X a

i γ̂ + σ̂a,2eS,a,∗
b,i

4. on calcule les valeurs bootstrapées F ∗,H0
1 , . . . , F ∗,H0

B



Exercice: prédiction dans le modèle linéaire

I On dispose d’un échantillon S =
(

(Y1, X1), . . . , (Yn, Xn)
)

(échantillon
d’apprentissage)

I On dispose des variables explicatives X+ pour un nouvel individu. On note
Y+ la valeur non-observée de sa réponse.

I On note l’erreur de prédiction

ep(+) = Ŷ+ − Y+ = X+β̂ − Y+ = X+β̂ − (X+β + ε+)

1. En notant G la f.d.r. (inconnue) de ep(+), donner un IP exact pour Y+.
2. Proposer des versions bootstrapées de ep(+)
3. Donner un IP par bootstrap basique pour Y+.



Détails



Sub-sampling



PrincipePolitis, Romano, and Wolf 1999

Conditionnellement à X = (X1, . . . , Xn), on construit des échantillons

XS1 = (XS1(1), . . . , XS1(b))
. . .

XSb = (XSB (1), . . . , XSB (b))
. . .

où les Sk ont été tirés aléatoirement uniformément sur{
S ⊂ {1, . . . , n}, |S| = b

}
. Il y a donc

(
n
b

)
sous-échantillons possibles.



Estimateurs par sub-sampling

Soit un paramètre inconnu θ(F )

I Monde réel
I avec l’échantillon initial Xn, on définit l’estimateur θ̂ = θ(Fn) = T (Xn) que

l’on suppose symétrique en X1, . . . , Xn (invariant par permutation)
I on note Gn la f.d.r. inconnue de θ̂, qui dépend de F , inconnue

I Sous-échantillonnage
I pour chaque sous-échantillon XSb , on définit l’estimateur θ̂S

b = T (XSb )
I conditionnellement à Fn, de loi GS

n uniforme sur{
θ̂S , S ⊂ {1, . . . , n}, |S| = b

}



Estimateur re-normalisé

En pratique (intervalles de confiance, tests), on s’intéresse plutôt à la variable

rn
(
T (Xn) − θ(F )

)
avec rn → ∞ dont les équivalents sous-échantillonnés sont

rb
(
T (X S

k ) − T (Xn)
)
.

Conditions
Si rn

(
T (Xn) − θ(F )

) L→ L? alors rb
(
T (X S

k ) − θ(F )
) L→ L? quand rb → ∞. Il

faut donc s’assurer que
rb

(
T (Xn) − θ(F )

) P→ 0

soit rb/rn → 0.



Détails



Exemple de la moyenne

On suppose X1, . . . , Xn i.i.d. de f.d.r F inconnue, on choisit θ(F ) = E(Xi) et on
suppose V(Xi) = σ2.

On pose T (Xn) = X̄n, dans ce cas
√

n
(
X̄n − θ(F )

) L→ N (0, σ2). Les versions
sous-échantillonnées sont alors

√
b
(
T (X S

k ) − X̄n
)
.

Les conditions sont vérifiées si b → ∞ et b/n → 0 puisqu’on a alors bien
√

b
(
T (Xn) − θ(F )

) P→ 0.

On peut montrer que, conditionnellement à Xn

E
(√

b
(
T (X S

k ) − X̄n
))

= 0

E
(√

b
(
T (X S

k ) − X̄n
)2) = n − b

n σ̂2.



Détails



Jackknife et leave-one-out

Historiquement cette méthode a été introduite par Quenouille et
Tuckey Quenouille 1956; Tukey 1958 qui proposaient de travailler avec des
échantillons de taille n − 1.

Estimateur du jackknife de la variance de θ̂

On définit

V̂(θ̂) = n − 1
n

n∑
i=1

(
T (X S

k ) − 1
n

∑
k

T (X S
k )

)2

Exercice

1. A quelle renormalisation de la statistique correspond ce choix ?
2. Dans le cas de la moyenne, quelle est la loi limite de cette statistique ?



Application au minimum

Le bootstrap ne marche pas pour les extrêmes, le sub-sampling si. Par exemple
X1, . . . , Xn i.i.d. U(θ, θ + 1) alors X(1)

P→ θ et

n(X(1) − θ) L→ E(1).
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