Bootstrap pour les séries temporelles



Notations

On va considérer des (X;):cz (faiblement) stationnaires.
> On définit p = E(X;)

> la fonction d'autocovariance yx(h) = Cov(Xs, Xs1n) AL Jm,J—
> la fonction d'autocorrelation ®w d(/,g

_ x(h)
px(h) = x(0)”




Estimation

A partir des observations Xi, .

.., Xn (de la série stationnaire X), on peut
calculer

> lamoyenne X =157 X.  eatiamatiin oe [\) ‘

» l|a fonction d’autocovariance empirique

n—|h|
A (h) = % S Xerjo — X)X~ X) ¥p< h<n

t=1

» |a fonction d’autocorrélation empirique

A oy Ax(h)
(h) = 4x(0)

. 4—

Théoreme ow a TCL

Sous des conditions générales, si X est un bruit blanc, alors pour n assez grand,
I'’ACF empirique, px(h), for h=1,2,..., H, ol H est fixé mais arbitraire, est
appro{imve@ent de loi gaussienne de moyenne nulle et d'écart-type
1
o; = —
px(h) \/ﬁ



Modele ARMA(p, q)

Un processus ARMA(p, g) X est stationnaire et défininia

O(B)X: = O(B)w: 4— LLuchus /ZM
7%
oll w ~ WN(O,U2), ® est un polynome d’'ordre p, © un polynome ordre q et d>

et © n'ont pas de zéro commun. G— o _@#HA.

» Ce processus ARMA(p, q) est causal ssi

P(z) =0« |z] > 1.

> |l est inversible ssi les racines ©(z) sont hors du cercle unité.
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Representations causale et inversible P/ a [’M
Consnderons un processus ARMA causal, inversible définit par
@)Xt = ©(B)ws. |l peut étre récrit comme Md&f_\a/\ﬁ)
» un MA(c0) (décomposition de Wold): Moun O
oB) Congs LU

[ X=

= (B)w PVrWr—k )
®(B)"" kZ; z’, *G‘twfl‘(
» ou un AR(o0)

& (B) Ty=d
we = @(B)Xt = m(B)X: = kzgmxt,k [

. Remarqﬁ on écrit un processus AR(;é) comme X; = Jp lXt,j + 5:\
ii T Xe -4
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Equation de Yule-Walker pour un AR(p) On  coundine s
A (?') [-& Ao pwH’/
g-wu.
| P
La fonction d'autocovariance et les parametres du modele vérifient Gl.u'b_
met o*" = 7(0) = (¢") "
ol aucE{L de L R{e)

o= (7(k—J) = (¢1, i) s ety = (Y1), v(P))
2 ( )1<Jk<p 77 /\;

En notant 7, = ( ,...7’7(p)) les autocovariances empiriques, on obtient

& wmwu‘)
E¢—rp Y» and $2—ﬁ(0 ¢ Y- 4_’_11!:-

Si le bruit est gaussien, on peut définir les estimateurs au maximum de cle ?
vraisemblance.
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Loi asymptotique des estimateurs

Sous des conditions faibles sur w, et si le AR(p) est causal, |'estimateur de
Yule-Walker vérifie

- [, T o Lo
V(¢ —¢") S5 N(0,077T,7) Wamz va’ paw
52 & 52, CP-A, ow o/t

Les estimateurs au maximum de vraisemblance dans ce modéle ont la méme loi
asymptotique.

um 1 e
b Baaf-st-mf -



Prédiction linéaire

ML) 'XJ; P ¥ey + - --;qb,;Xc,f'ZZwe

Meilleur prédicteur linéaire pour un AR(p)

Si X est un processu{{AR(p)) causal alors le meilleur prédicteur linéaire de X
basé sur Xi—1, X¢—1, .. Xi—p est

P = g1 Xe1 4 2 Xeo2 + - + GpXep.
L'erreur de prédiction est alors donnée par

egp) = XEP) — Xt :‘wt.
A d v



Autoregressive-sieve bootstrap in Krejss 1992 )QQ_') AR MA (P 1')4’
, D lb"- Avwunus
On approxime la représentation (AR(oo)dpar une répresentation AR(l‘e) aveC —

pn — 00 quand n_— oo) puis on—r_e.-_eT:'hhntlllonne suwant la procéd suivant
Boot s trup t]mwm. a,,u,L

1. Estimer I’ordret les coefficients associés ¢1.p, ..., Pp,.n (par la métho el—u,\

de Yule Walker ot le maximum de vraisemblafice). ~—&_ j:\._\z,

2. Défi | id
éfinir les résidus ! p\l.dd.bf | B ame Atls *Q
/ o POwl-A
Bbn) — k(o) _ x, = Zd)f’ Xi—j — X¢ pour t = p, +1,.
N 4 T~

-

les centrer en définissant

abn) —gen _ 1 S s

t=pp+1 |
3. Pour b=1,...,B, reconstruire [ﬂ A ,Uﬂ% )
X5 X5r. a— 9)’“" (f~
bipnt12 " byt
. A
‘comme un AR(p,) avec les coefficients estimés ¢1 Ny d),,n » €t un tirage

aléatoire avec remise da)vs les résidus (85"" )
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Block bootsrap, in Kunsch 1989; Politis and Romano 1994
Loditrmenate N l: abiatoine -
0b: X2y~, ¥Xn

1. On commence par “circulariser” la série en posant
Moofstca

Xos1 = X1, Xos2 = Xoy ... (O - fwAJmItlt;-m

2. On choisit un entier 1 < | < n, qui correspond au nombre de blocs, et on
pose N = |n/l|, c'est la taille des blocs.
3. Pourb=1,....B

3.1 on tire aléatoirement et avec remise N entiers(k =1,...,N) entre 1 et
n

3.2 on crée les blocs XVb,k7XVb,k+17 oo ,X,,bykJr/,l de longueur /
3.3 on les concaténe pour créer la série bootstrapée

B,x B,x
(Xb,i yee 7Xb,;1 ) = (XVb,lvxub’1+17 ceey

Xubylﬁ»/flv s XVb,Nv XV[,,N-%—I: cee 7XVbYN+/71)'
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Autres applications



En général, pour faire du bootstrap a partir d'observation non i.i.d., il convient de
faire trés attention a la construction des échantillons bootstrappés (on I'a vu en
régression et en séries temporelles). C'est le cas pour les processus markoviens,
pour les données censurées et plus généralement pour les processus de comptage.

Une référence possible (il y en a beaucoup d’autres) Davison and Hinkley 1997
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