Plan du chapitre 4, partie 1

Produit scalaire, distance et norme

Orthogonalité, théoreme de Pythagore

Projection orthogonale



Produit scalaire (1)

On définit le produit scalaire entre 2 vecteurs u et v de R” comme
Vi

%
(u,v) :uTv: (ul,uQ,...,un) 2 =uvy +usve + ...+ upvy

Exercice
Calculer les produits scalaires (u,v) et (v,u) pour



Produit scalaire (2)

Propriétés du produit scalaire
Soient 3 vecteurs u, v et w de R” et ¢ un nombre réel alors

> (u,v) =(v,u)

> {(ut+v),w) = (u,w)+ (v, w)
> {(cu),v) = cu,v) = (u, (ev))
> (u,u) > 0,et (u,u) =0 si et seulement si u = 0.



Longueur d'un vecteur

Vi
V2
Pour v=| . [, la longueur ou la norme de v est le réel positiv ou nul ||v||
Vn
défini par
IVl = Vv = i+ v+t 07 et v = (v, v).
Exercice

» Montrer que, si ¢ est un réel positif et v est un vecteur de R”,

lev] = clv]-
a
» Pour v =

> calculer ||v]| x

(a, b)
\’dz‘*’])z

1bl

> et trouver un vecteur u colinéaire al Rl

a v qui a pour norme 1 .



Distance dans R”

La distance entre u et v dans R" est définie par

dist (u,v) = |[lu—v||.

Soient u = (u1, u2) et v =(v1,v2) alots u — v =(u; — vi,us — v2) et

dist (u,v) = [lu —v|| = [|(u1 — vi,u2 — o) = \/(Ul —vi)? + (uz2 — vo)?

Exercice . .
Calculer la distance entreu= (7 1) etv=(3 2) .



Calculs sur les distances

Exercice
Soient u et v deux vecteurs de R" :
On peut écrire

[dist (u, V)] = [lu = v|* = (= v,u—v) = Jul* + |v]* - 2(u, v).
Dans I'autre sens, on obtient
[dist (u, =v)]* = [lu+ v[* = [[u]* + [|v]]* + 2(u, v).
Montrer les égalités précédentes.

Exercice
Vérifier la loi du parallélogramme pour u et v dans R”

lu+ VI + fu = vi* = 2l + 2(v]]*.



Vecteurs orthogonaux et théoreme de Pythagore

Si u et v ont des directions perpendiculaires

la—vlil

la—(=w)ll

alors [dist (u, v)]* = [dist (u, —v)]?, on a donc
(u,v) =0
et on dit que u et v sont orthogonaux.

Théoreme de Pythagore

Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si et seulement si

2 2 2
o+ v = [ful[" + [[v]]"



Compléments orthogonaux

Quand un vecteur z est orthogonal a tous les vecteurs d'un sous-espace W de
R", alors z est orthogonal a W.

L'ensemble des vecteurs orthogonaux a W est appelé le complément
orthogonal de W et est noté W+ (on dit “W orthogonal”).

Exercice

. a Lo )
Soit v = . Décrire I'ensemble (Vect(v))" des vecteurs orthogonaux v

b



Projection orthogonale

Théoreme de la projection orthogonale

Soit W un s.e.v de R". Chaque vecteur y de R” s'écrit de maniére unique
comme

y = Proj"' (y) + z

avec Proj"(y) € W et z € W . On appelle I'unique Proj* (y) la projection
orthogonale de y sur W.

N

I

-

\

R EEEER D

¥ = proj,y



Exercices sur la projection orthogonale

Exercice
Soient
1 —1 —1
w=|1],ue=1(1 ety=| 4
0 0 3

Quelle est la projection orthogonale de y sur W = Vect(ui ,u2)?

Exercice
Soient 11 et u» deux vecteurs orthogonaux de R® et W = Vect(us ,u2) . Soit
v un vecteur de R3.

> Quel est le projeté orthogonal de v sur W?

» Vérifier avec |'exercice précédent.

Exercice
Soient ui, ug et v trois vecteurs de R® et W = Vect(u; ,u2) . Quel est le
vecteur w € W le plus proche de v?



Propriétés de la projection orthogonale

Idempotence

» W uns.ev. de R”

> y un vecteur de R”

Siy € W alors ProjV (y) = y .

Meilleure approximation
Soient

» W un s.ev. de R"

> y un vecteur de R”

> et Proj"”(y) la projection orthogonale de y sur W
alors Proj" (y) est le point de W le plus proche de y.
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