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L’objectif de ce TD est de traiter deux sujets relativement indépendants.
Dans un premier probléme, nous traitons les capacités prédictives du Lasso
(Least absolute shrinkage and selection operator); en particulier, nous calculons
des bornes supérieures sur 'erreur de prédiction du Lasso, et montrons que
celui-ci surpasse dans certains cas la régression linéaire classique. Dans un
deuxieéme probleme, nous introduisons une famille de méthodes de classification
supervisée : I’Analyse Discriminante Linéaire (LDA) ou Quadratique (QDA).

Probléeme 1 (Bornes sur l'erreur de prédiction du Lasso). Soit (X;,Y:)1<i<n
un n-échantillon i.i.d avec X; € RP un vecteur de prédicteurs et Y; € R une
réponse, pour tout 1 <4 < mn. On note X € R™*P la matrice de design, Y € R"
le vecteur de réponses et € € R™ le vecteur de bruit. On considere le modele
linéaire suivant, avec 3* € R? inconnu et &; ~ N(0,02) pour tout 1 <i <n :

Y; = X" + ¢ (1)

1) Dans cette question on suppose n > p et la matrice de covariance empirique
X TX inversible.

a) Rappeler la formule de lestimateur des moindres carrés ordinaires BLS .
ogihzerh
b) Calculer I'erreur moyenne de prédiction n~'E[|| X (35 — 5%)|12].

¢) Préciser la valeur de n 'E[||X (35 — 8*)||3] dans le cas d’un design or-
thogonal, ou X ' X = I,.

d) Que se passe-t-il sip >n ?

Dans la suite du probléeme, on étudie un estimateur parcimonieux de (8*, re-
posant sur une pénalisation ¢; des moindres carrés. L’estimateur du Lasso est
défini comme suit :
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ol [|Bl1 = >2%_, 18] Le parametre A > 0 est le paramétre de régularisation,

controlant la parcimonie de I’estimateur B . L’objecif du probleme est de calculer



une borne supérieure sur lerreur de prédiction du Lasso n= 1| X (3 — 8%)||3, et
de la comparer a l'erreur de prédiction des moindres carrés ordinaires. Pour
B € RP, soit

* 1 *
(8, 87) = X (B =873
On va prouver un résultat de la forme suivante :
én(ﬁ,ﬁ*) < R(B*,0% n,p,d) avec probabilité au moins 1 — 4§, § € (0,1). (3)

Dans I’équation (3), R(8*,02,n,p,§) est une borne supérieure valide avec grande
probabilité (par rapport a la distribution du bruit €) qui dépend de la dimension
du probléeme p, du nombre d’observations n, de la variance du bruit o2, et de la
probabilité 1 — ¢ avec laquelle on veut controler 'erreur de prédiction En(B ,8%).

2) En utilisant la définition 4 comme un minimiseur de F(j3) = =Y — X B3+
AB|l1, montrer que, pour tout 5 € RP :

0B 6% < 0a(B, 5) + AN + 27X (B~ B) 2 (I8l +181L) - (@)

3) Pour un vecteur z € R?, on définit la norme ¢ de x : ||2]|c0 = maxi<;<p |;].
Montrer que, pour tout 3 € RP :

2 X (5= (181 + 1811) < (317Xl = A) (1811 -+ 1811) . 9

n

Indice : utiliser l'inégalité suivante pour x,y € RP, découlant de la dualité
des normes €1 et loo : 'y < |||loollyll1-

On cherche a présent & montrer que, pour une valeur de A bien choisie, le membre
de droite de I'inégalité (5) est négatif ou nul avec grande probabilité

4) Pour 1 < j < p, notons X7 la j-itme colonne de la matrice de design X. Soit
§ € (0,1) fixé. On suppose || X7[|3 < n pour tout 1 < j < p, et

A= a,/%ln(p/a).

a) On définit la variable aléatoire (; = % Quelle loi suit ¢; ?

b) Montrer que, pour tout 1 < j < p,

P (|€TXj\ > U\/inn(p/é)) < %

Indice : wtiliser ’inégalité de concentration Gaussienne P(§ > z) <
1 exp(—2?/2) pour & ~ N(0,1).
c¢) En déduire que P (n7!le T X |00 > A) < 6.

5) En utilisant les réponses aux questions précédentes, conclure que, pour § €

(0,1) fixé, si A = oy/ 2 In(p/d) alors, avec probabilité au moins 1 — 4,

n

(5,5 < jnf, {w,ﬁ*) +4v/30 /22 IIBII1} o



L’inégalité (6) est appelée une “inégalité oracle”. En effet, elle compare I’erreur
de prédiction de I'estimateur du Lasso, £,(f,8*), & l'erreur de prédiction du
meilleur estimateur parcimonieux de 3*. Ce meilleur estimateur, noté /3, satis-

fait :
_ 1
B € argmingep {en(ﬂ, 5) + 13y | L) |/3||1} -

En pratique, on ne connait pas 'estimateur oracle /3, car on ne peut pas cal-
culer la perte ¢, (53, 8*) qui dépend de *, lui-méme inconnu. Cependant, sous
certaines conditions sur 5%, on peut obtenir un résultat plus précis.

7) On suppose [|6*[lo = 25_; 15,1501 < 5, et [|3*[|oc < a. Montrer que

N 1 )
0a(B, 8%) < Cory| 2L o (7)
n
avec probabilité au moins 1 — §, et C' une constant numérique que 1’on

précisera.

8) Comparer la borne supérieure sur l'erreur de prédiction du Lasso obtenue
en (7) & Perreur de prédiction de l'estimateur des moindres carrés calculé &
la question 1) et conclure.

Probléme 2 (Analyse discriminante). Dans ce probléme, on considére des
méthodes de classification supervisée reposant sur une modélisation statistique.
Soit (X;,Y;)1<i<n un n-échantillon i.i.d avec X; € RP un vecteur de prédicteurs
et ¥; € {—1,1} une réponse binaire, pour tout 1 < ¢ < n. On note X € R"*P
la matrice de design et Y € R™. On suppose le modele suivant pour 1 <7 <n :

P(Y; = k) =7y et Xi|Y;=kNN(Mk,Zk), ke{-1,1}, (8)

avec pur € RP, k € {—1,1} deux vecteurs de moyennes et ¥ € RP*P k €
{—=1,1}, inversibles. On notera f_;(z) et fi(z) les densités Gaussiennes as-
sociées.

1) On suppose dans un premier temps les parametres du modeles g, pk, 2k,
k € {—1,1} connus. Pour un volume infinitésimal dz autour de z € RP,
calculer la loi P[X € dz].

2) Calculer la probabilité P[Y = 1|X € dz], et proposer un classifieur h : R? —
{—1,1}. Que peut-on dire de son risque P[h(X) #AY] ?

On va suppose dans un premier temps g1 # p_1 et X1 = %1 = 3 il s’agit de
I’Analyse Discriminante Linéaire (LDA, cf. Figure 1). On considere le classifieur
suivant :

hpa(®) = 1o, fy(@)>m_1 for(@) = Loy fr(@)<moi for (a)-

3) Montrer que hyppa(x) =1 si et seulement x appartient & un demi-hyperplan
dont on précisera I’équation.

4) On suppose & présent pi, p—1 et X inconnus, et la matrice de covariance
empirique X " X inversible.

a) Proposer des estimateurs pour les parametres pi, p_; et 3.
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Figure 1: Linear discriminant Figure 2: Quadratic discrimi-
analysis (X_; = ¥p) nant analysis (X_; # ¥;)

b) Proposer un classifieur h : R? — {—1,1}.

On suppose maintenant py # p—1 et 31 # X_1; il s’agit de I’Analyse Discrimi-
nante Quadratique (QDA, cf. Figure 2). On considére le classifieur suivant :

hopa(®) =1z, fy(@)>m1fo1(e) — Lmifi(@)<moa foa(2)-
5) On suppose fi1, fi—1, 21 et X1 connus.

a) Montrer que le classifieur hgpa(xz) = 1 si et seulement si Q(z) > 0, ou
Q(x) est une fonction quadratique que ’on précisera.

b) Interpréter ce résultat géométriquement.



