UEVE Janvier 2018
EC322 Probabilités

Examen premiere session. Durée: 3h00.

Rappel. Aucun document n’est autorisé. Les téléphones portables, ainsi que tout autre appareil de communication,
doivent étre désactivités. Le travail demandé est strictement individuel.

Les réponses aux questions sont écrites en bleu.

Exercice 1. (Questions de cours, Maths & Info)

1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans {—3, -2, —1,0,1, 2,3} telle que P(X = —3) = 1/7,
P(X =—2)=1/7,P(X = —1) = 3/14, P(X = 0) = 1/7,P(X = 1) = 1/14, P(X = 2) = 1/7,
P(X =3)=1/7.

(a) X est-elle une variable aléatoire discrete ou continue.
X prend un nombre fini de valeurs. C’est donc une variable aléatoire discrete.

(b) Sans faire de calcul, expliquer pourquoi IE(X) < 0.

X prend des valeurs symétriques et le poids global associé aux valeurs négatives prises par X
est supérieur au poids global associé aux valeurs positives. Donc E(X) < 0.

(c) Sans faire de calcul, dites comment vous pourriez modifier les valeurs des probabilités P(X =
—1), P(X = 0), P(X = 1) (qui doivent rester strictement positives) pour que la Var(X) soit
d’avantage plus proche de 0 tout en gardant une espérance négative.

On peut prendre du poids en —1 et en rajouter pour 0. Par exemple P(X = —1) = 1/14,
P(X =0)=2/7 P(X =1)=1/14.

2. Ecrivez la formule de la loi de probabilité d’une variable aléatoire X de loi Binomiale de parametres
n=20etp=1/3.

P(X = k) = cgo(é)k(g)m_k, k=0,....20.

3. Completez les parties manquantes indiquées par des o: soit E et F' deux événements non vides, alors

(a) P(E|F) = P(i()go) (b) P(0) = P(F|E)P(E) + P(F N o).
(a)P(E|F) = W (b) P(F) = P(F|E)P(E) + P(F N E).

4. (Maths-Eco uniquement) Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre A > 0.
Calculer E(X?).

X a pour densité de probabilité f(x) = )\e*)‘f”]l{me]07+oc[}. Soit vous refaites le calcul (voir cours
et TD), soit vous vous rappeler de la formule de la variance et de ’espérance: Var(X) = i

E(X) = % et donc E(X2) = Var(X) + (E(X))2 _ % 32

Exercice 2. (Maths & Info) On dispose de 4 billes rouges, 2 blanches et 2 bleues. Si les billes de méme
couleur sont indiscernables, de combien de fagons peut-on les aligner tous?

On peut décider de placer d’abord les billes rouges, les blanches et puis les bleues. Il y’a 8 emplace-
ments au total et nous avons Cy fagons de placer les 4 billes rouges. Une fois que les rouges sont placées,



il reste 4 emplacements et on a C3 fagons de choisir I’emplacement des billes blanches. 1 reste alors 2
emplacements et C5 = 1 fagon de placer les 2 billes bleues restantes. Au final, nous avons

8!
4 2 2 _

Cs X CixCy = rarval
facons de les arranger tous.

Exercice 3. (Maths & Info) Soit X une variable aléatoire de loi gaussienne, d’espérance y et de variance

02 X ~ N(u,0?).

1. On pose ju = —2.3 et 02 = 4. En vous servant de la table de la gaussienne, déterminez les quantités
suivantes:
P(X >37), P(X<-5), P(-1<X<1), PIX|>1).

Attention! Il y’a eu beaucoup de confusions a ce niveau. Certains sont partis chercher directement
la valeur de la fonction de répartition d’une gaussienne centrée (de moyenne p = 0) réduite (de
variance 0® = 1) pour calculer P(X > 3.7). Mais non! X n’est pas centré réduite et le but est de
ce ramener 2 une loi normale Z ~ A(0, 1) en posant

X—p X+23

o 2
La deuxieme confusion découle du calcul de P(X < —5) pour lequel beaucoup ont mis P(X <
—5) = 1 —P(X < 5). Non! Ceci n’est vrai que si X est centrée. Cela peut s’appliquer & Z mais
pasa X.
wP(X >37) =P(X8 > 37*#) - ]P(Z > %) —P(Z>3)=1-P(Z<3). Cenest
que 1a ol on va lire la valeur de IP(Z < 3) sur la table de la loi normale: P(Z < 3) = 0.9986501.
Donc P(X > 3.7) = 0.0013499.
~~ Par le méme raisonnement que précédemment on a: P(X < —5) = IP(Z < #) =P(Z<
—1.35) =1—-P(Z < 1.35) = 0.088508.
~OnaP(-1< X <1)=PX <1)—P(X < —1) = P(Z < 1.65) — P(Z < 0.65) =
0.2083746.
wP(X|>1)=1-P(-1< X <1) = 0.7916254.

7 =

2. Sip=0eto? = 4, déterminer le réel a tel que P(|X| < a) = 0.05.
Comme ;¢ = 0, X est maintenant centrée. On a P(|X| < a) = P(—a < X < a) = P(X <
a) — P(X < —a). Comme X est une loi normale centrée on a P(X < —a) =1 — P(X < a).
Donc P(|X| < a) = 0.05 est équivalente 2 2 X P(X < a) — 1 = 0.05 ou P(X < a) < 0.525.
Attention! X est centrée mais pas réduite puisque la variance vaut 4. Il faut la centrer et la réduire:
Z =% ~N(0,1). Donc, P(|X| < a) = 0.05 est équivalente 2 P(Z < %) = 0.525. On peut donc
dire (en lisant sur la table) que a/2 = 0.06 et a = 0.12.

Exercice 4. (Maths & Info) 1. On lance trois fois une piece de monnaie (on supposera dans toute la suite
que les lancers sont indépendants) dont la probabilité d’apparition de Pile est p = 1/3. On joue a Pile ou
Face avec une telle piece avec la régle de jeu suivante: on gagne 1.5€ si Pile apparait et on perd 1€ (ou
on gagne —1€) si Face apparait. Soit X la variable aléatoire représentant notre gain total cumulé (un gain
négatif correspond a une perte) a I’issu des trois lancers.

1. Quel est I’ensemble des valeurs prises par X .

X prend ses valeurs dans {—3,—0.5,2,4.5}.

2. Déterminer la loi de la variable aléatoire X.
P(X = —3) 3) _ 287,1[» (X = —0.5) = 3 x %(%)2 — 4 P(X =2) = 3(%)2 x2=2
P(X = 4.5) (%)

/\



3. Calculer la fonction de répartition de X. En déduire mes chances de gagner au moins 2 € a ’issu
des trois lancers.

La fonction de répartition est donnée par

0 siz <=3
7 siz € [-3,-0.5]
F,(z)= siz € [-0.5,2[
57 six € [2,4.5]

1 sixz>4.5.
La probabilité de gagner aumoins 2€ est P(X >2) =1 -P(X <2)=1-F,(2_) = .

4. Calculer E(X) et Var(X).

~E(X)=-3x 2% -05x3+2x2+45x% 5 =—1.
~ Var(X) = E(X?)— (E(X))? avec E(X?) = (—=3)?x £ 4+(—0.5)*x §+22x 244,52 x 5 = 23
De sorte que Var(X) = 2.

II. On lance cette fois-ci n fois la piece de monnaie. Soit Y; la variable aléatoire qui représente notre gain
au i-ieme lancer:

+1.5 si Pile apparait
Y, = - .
-1 si Face apparait,

de sorte que notre gain cumulé a I’étape n du jeu (au n-ieme lancer)

1. Calculer E(Y7) et Var(Y7).
E(X)=15x$—1x2=—1etVar(X)=%.

2. On utilise le résultat suivant pour la suite: on suppose que n est grand, de sorte qu’on peut poser
(Théoreme de la limite centrale)

X, — nE(Y1)

=7 7 ~ 1). 1
V(v , avec N(0,1) ¢))

(a) En utilisant le théoreme de la limite centrale, calculer la probabilité pour que notre gain cumulé
excede 20€ au 50-ieme lancer de la piece: ¢’est-a-dire P(X50 > 20).

Ona
X550 — E(Y; 20+ 50 x &
P(Xs0 > 20) = IP’( s _S0x B, 204 X“)
\/ 50 x Var(Yl) 50 x 2709
= P(Z >2.23)

= 1-P(Z<223) = 0.0128737.

(b) (Maths-Eco uniquement) On considére maintenant que p = 1/2. En utilisant (1) (avec les
nouvelles valeurs de E(Y7) et de Var(Y7)), déterminer le nombre minimal de lancer n pour
lequel on est siir a2 95% que notre gain cumulé dépassera 30€: c’est-a-dire, déterminer n tel
que

P(X, > 30) = 95%.

_ 1 _ 25 _ _ 30—-n/4 o
OnaE(V;) = L, Var(X) = 2 et P(X,, > 30) = 0.95 <= IP(Z < \/W) — 0.95.
30—n/4

. - _ , . 1 _
On peut donc dire que /25n/16 1.64 ou, de fagon équivalente, —;n + 2.05y/n + 30 = 0.




En posant m = y/n et en résolvant I’équation du second degré —%mQ +2.06m + 30 = 0 on
obtient comme solutions mq ~ 15,797 et me ~ —7.597. On retient la solution positive m1,
de sorte que n ~ 250.

Indication. Reportez-vous au rappel de la question 3.(a) de ’exercice 5 pour la résolution des
équations du second degré.

Exercice 5. (Maths & Info) On découpe un gros projet en mini-projets par jour ouvré. On suppose que les
nombres d’heures X, Xo, ..., X, de travail sur le projet pour n jours ouvrés sont des variables aléatoires
indépendantes de loi Normale d’espérance i = 4 et de variance o2 = 4. Pour que le projet soit rentable
pour I’entreprise, le nombre total d’heures de travail sur le projet ne doit pas dépasser 280 h.

On rappelle que si X1, ..., X, sont des variables aléatoires indépendantes de loi N (1, c?) alors la
variable aléatoire X1 + ...+ X, ~ N (nu,nc?).

1. A quoi correspond la quantité X = X7 + ...+ X, par rapport aux jours ouvrés de travail?

C’est de nombre total de jours ouvrés de travail sur le projet.

2. Quelle est la loi de la variable aléatoire )i T}L’L ?

Z = X A(0,1). Le reste peut étre fait en s’inspirant de I’exercice précédent.
o\/n

3. Etant donné que I’entreprise ne valide un projet que si elle est stire 4 98% que les contraintes sur le

temps total de travail seront respectées, on veut déterminer le nombre maximal de jours ouvrés de

travail & prévoir pour ce projet. C’est-a-dire, déterminer n tel que P(X; + ... + X,, < 280) = 0.98.

(a) En posantm? = n, montrer que le m tel que P(X;+...+X,, < 280) = 0.98 résout I’équation
du second degré —4m? — 4.10m + 280 = 0.

(b) Résolvez I’équation du second dégré ! et déduisez-en la valeur (approximative) de n.

(c) Qu’elle date de livraison (en jours ouvrés) doit-on proposer au client si celle-ci doit étre fixée
5 jours ouvrés apres la durée maximale prévue pour le projet.

4. Quel est le temps moyen de travail par jours ouvrés que doit respecter 1’entreprise si le client demande
une livraison au bout de 55 jours ouvrés (donc 50 jours ouvrés de travail sur le projet). On suppose
qu’on a toujours o2 = 4.

Bareme a titre indicatif Exercice 1 (Info-Bio). (4pts). (0.75pt) pour 1.(a) et 1.(b). (0.5pt) 1.(c). (Ipt) pour 2. et 3.
Exercice 1 (Maths-Eco). (4pts). (0.5pt) pour 1. (a), 1. (b) et 1. (c). (0.5pt) pour 2. (1pt) pour 3. (Ipt) pour 4. Exercice
2. (Info-Bio/Maths-Info) (2pts). Exercice 3. (Info-Bio/Maths-Info) (3pts). (2pts) pour 1. et (Ipt) 2. Exercice 4.
(Info-Bio) (7pts). (0.5pt) pour 1.1. (1.25pt) pour 1.2. (1.25pt) pour 1.3. (1.5pt) pour 1.4. (1.5pt) pour 1I.1. (Ipt) pour
I1.2. Exercice 4. (Maths-Eco) (6pts). (0.5pt) pour L.1. et 1.2. (Ipt) pour 1.3. (1.5pt) pour 1.4. (1.5pt) pour IL.1. (2pts)
pour I1.2. Exercice 5. (4 pts). (0.5pt) pour 1., 2., 3.(b) et 3.(c). (Ipt) pour 3.(a) et 4. (Ipt) pour 4.

—bVA ot gy == ZZVA i A = b2 — dac > 0.

1On rappelle que les racines de ax? + bx + ¢ sont 1 = 52




UEVE 21 Juin 2018
EC322 Probabilités

Session de rattrapage. Durée: 1h30.

Rappel. Aucun document n’est autorisé. Les téléphones portables, ainsi que tout autre appareil de communication,
doivent étre désactivités. Le travail demandé est strictement individuel.

Exercice 6. (Maths & Info) Soit X une variable aléatoire de loi gaussienne, d’espérance u = 0 et de
variance 4: X ~ N(0,4).
1. En vous servant de la table de la gaussienne, calculer les quantités suivantes:
P(|X| > 6) et P(X > -6).
2. Déterminer le réel a tel que P(|X| < a) = 0.25.

Exercice 7. (Maths & Info) Un examen systématique de dépistage est institué pour détecter une maladie M.
On sait que le risque d’avoir cette maladie est de 0.01. L’examen donne des “faux positifs” avec probabilité
0.02 et des “faux négatifs” avec une probabilité de 0.001.

1. Déterminer la probabilité que le test se révele positif sur un individu tiré au hasard.

2. Un individu subit un examen qui se révele positif. Quelle est la probabilité qu’il soit malade?

Exercice 8. (Maths & Info) Un hotel constate un taux importants d’annulation de réservation a certaines
périodes prisées. Pour éviter d’avoir des chambres vides a ces périodes, il décide de faire de la surréser-
vation en validant plus de réservations que la capacité d’accueil de 1’hodtel. On suppose que chaque client
se présente effectivement a I’hdtel avec une probabilité p = 2/3 et que les comportements des clients sont
indépendants les uns des autres. L’hétel a réservé n = 55 chambres alors qu’il en dispose que N = 50.

L. Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de client se présentant effectivement a 1’hotel.

1. Quelle est la loi de X?
2. Quelle est son espérance?

3. Quelle est la probabilité qu’il n’y ait pas assez de chambres pour accueillir tous les clients? (posez
la formule sans nécessairement faire les calculs).

II. On veut maintenant déterminer le nombre de chambres en surréservation qui permet a 1’hotel d’assurer
un taux de remplissage de 98%: c’est-a-dire, si X; représente le réservant ¢, on veut déterminer m tel que

P(X1+...4 X50 + ... + Xs504m < 50) = 0.98.

On utilisera pour cela le Théoreme de la limite centrale en supposant que 1’on peut écrire:

YmZNN(O,l), avec Y =X1+...+ X504+ ...+ X504m- (1)
1. La variable aléatoire Y est-elle de loi de Bernoulli ou de loi Binomiale (spécifiez ses parametres)?
2. Que valent E(Y") et Var(Y") (on ne vous demande pas de faire des calculs)?
3. En utilisant (1) et en admettant que P(Z < 2.05) = 0.98, montrer que
P(X1+...4 X504 ... + Xs504m < 50) =0.98
— 2 % (50 +m) 4+ V2 x 2.05 x /50 +m — 150 = 0. 2)
4. Posez X = /50 + m et résolvez 1’équation du second degré associé a (2).

5. Déduire la valeur de m.

Baréme. Exercice 1 (5pts): (3 pts) pour 1. et (2 pts) pour 2. Exercice 2 (5 pts): (2.5pts) pour 1. et (2.5 pts) pour 2.
Exercice 3 (10 pts): 1.1., 1.2, 11.1, 11.2, I1.3, IL.5 (1pt); 1.3. (2pts)
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