Couple de v.a. discrete

00000000
000000000

UEVE. Cours de Probabilité: EC 322
Couples de variables aléatoires

Abass SAGNA,

abass.sagna@ensiie.fr

Matftre de Conférences a I'ENSIIE,
Laboratoire de Mathématiques et Modélisation d'Evry
Université d'Evry Val-d'Essonne, UMR CNRS 8071

December 6, 2016



Couple de v.a. discrete

00000000
000000000

Plan

Couple de v.a. discrete
Loi du couple, loi marginale
Fonction de répartition



Couple de v.a. discréte

00000000
000000000

Plan

Couple de v.a. discrete
Loi du couple, loi marginale
Fonction de répartition



Couple de v.a. discréte

®0000000
000000000

Plan

Couple de v.a. discrete
Loi du couple, loi marginale



Couple de v.a. discréte
0e000000

Couple de v.a. discrete

On lance simultanément une pieéce de monnaie et un dé équilibrés.
Soit X la variable aléatoire qui prend la valeur 0 si Face apparait et
la valeur 1 si Pile apparait et Y la variable aléatoire représentant le
numéro du dé qui apparait.

Donc I'ensemble €2 des résultats possibles de I'expérience est

Q = {F1,F2,F3,F4,F5,F6, P1,P2,P3, P4, P5, P6}

ou Fi, i=1,...,6, est I'événement élémentaire que la face Face
de la piece et la face i du dé apparaissent et, Pi, i =1,...,6, est
I'événement élémentaire que la face Pile de la piéce et la face i du
dé apparaissent.
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Une des questions qu'on peut se poser est de savoir comment
déterminer la loi de probabilité du couple de variables aléatoires
(X,Y).

Définition. 1. Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes a
valeurs dans {x1,...,xn} €t {y1,...,¥n} respectivement. On
appelle loi jointe du couple (X, Y) la fonction p(x,y) définie par

Pl y) =B(X=x;iY =y). ij=12... (1)

2. Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discretes. On
appelle lois marginales de (X, Y) la loi de chacune des variables
aléatoires qui composent le couple (X, Y).
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Loi marginale, v.a. discréte

Proposition. Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discrétes
a valeurs dans {(x;,yj), i,j =1,2,...} de loi de probabilité p(x,y)
définie par

p(xi,yj)) =P(X=x;; Y =y), i=12,...;j=12,....

Alors la loi marginale de X est donnée par
+00
i) =P(X =x) =Y p(xiy)s i=12...  (2)
j=1

et la loi marginale de Y est donnée par

“+o00

p(yJ):IP(Y:yJ):Zp(XHyJ)? Jj=12... (3)
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Exemple

Considérons I'exemple introductif ou on lance simultanément une
piece de monnaie et un dé. Soit Y la variable aléatoire
représentant le numéro du dé qui apparait et X la variable aléatoire
qui vaut 1 si Pile apparait et qui vaut 0 sinon. On suppose que les
événements élémentaires du couple (X, Y') sont équiprobables.

1. Déterminer la loi du couple (X, Y).
2. En déduire les lois marginales de (X, Y).

Réponse. 1. Rappelons que I'ensemble Q2 des issues possibles de
I'expérience (qui est de cardinal 12) est

Q = {P1,P2,P3,P4,P5,P6,F1,F2,F3,F4,F5, F6}
ou P = Pile et F = Face. Soit

p(i,))=P(X=iY=j), i=01,j=12,...,6,
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Par conséquent on a
6
1 6 1
PX=0=> =1
j=1
et 6
1 1
px=1=YL=2_1
— 12 12 2
J:

Déterminons la loi marginale de Y qui est une variable aléatoire a
valeurs dans {1,2,3,4,5,6}. On a pour tout j € {1,2,3,4,5,6},

P(Y =) = p(0.j) + p(1,j) = 1/6.
La loi du couple (X, Y). Comme les événements élémentaires du
couple (X, Y) sont équiprobables et que

1 6
D> (i) =1

i=0 j=1
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on en déduit que

p(i,j)zﬁ, i=0,1;,j=1,2,...,6.

2. Déterminons la loi marginale de X (a valeurs dans {0,1}). On a

6
=> p(0.))

Jj=

Or, pour i € {0,1} et pour tout j =1,...,6, p(i,j) = 1/12. Donc
6

° 1 1 1 1

Jj=1

—_

Déterminons la loi marginale de Y qui est une variable aléatoire a
valeurs dans {1,2,3,4,5,6}. On a pour tout j € {1,2,3,4,5,6},

P(Y =)= p(0.)) + p(L)) = 15 = 5.
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Exercice. Une urne contient 7 boules blanches et 4 boules rouges.
On tire successivement et sans remise 2 boules de I'urne. Soit

- Xi la variable aléatoire qui vaut 1 si on tire une boule blanche
au premier tirage et O si on tire une boule rouge au premier
tirage,

- X5 la variable aléatoire qui vaut 1 si on tire une boule blanche
au second tirage et O si on tire une boule rouge au premier
tirage.

Déterminer
1. la loi du couple (X1, X2)
2. les lois de Xj et de X>.
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Définition. Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires. La
fonction de répartition Fx y : R x R~ [0, 1] du couple (X, Y) est

définie pour tout (x,y) € R? par
=PX<x;Y <y). (4)

FX,Y(X>y)
Si (X, Y) est discret a valeurs dans {(x;,y;), i,j =1,2,...}, alors
Fx y(x,y)= ZZIP =x;; Y = yj). (5)
X <x y;j<y

Proposition. Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires et soit
une fonction g : RxR — R. Si (X, Y) est discrete a valeurs dans

{(xi,y;), i,j=1,2,...} alors

—+00 +0o0

=3 ) gk y)P(X =xi; Y =y;) (6)

i=1 j=1
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Exemple. On dispose de 2 pieces de monnaie truquées dont les
proba, d'apparition de Pile sont p; et p» (on les appelle piece | et
piece Il, resp.) avec p1, p2 €]0,1[. On les lance (simultanément)
jusqu'a I'apparition de Pile pour I'une des pieces ou les deux pieces
(on arréte de lancer une piece dés que Pile apparait et on poursuit
les lancers avec I'autre piece).
Soit X et Y les v.a. représentant le rang de la premiére apparition
de Pile pour la piece | et Il (resp.) et Y la v.a. et soit

PX=iY=)=0-p) '(L=pY pip2, i,j=12,...

la loi du couple (X, Y).
1. Calculer E(XY).
2. Déterminer la probabilité pour que Pile apparaisse en premier
avec la piece I: P(X < Y).
3. Calculer P(X <Y).
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Réponse. 1. Soit la fonction g : (x,y) — g(x,y) = xy. En
appliquant le théoreme de transfert avec la fonction g on obtient

+00 +00

i=1 j=1
400 4-00 ) )
= p1p2 Z Z ij(1—p1) H1—p)y?
i=1 j=1

+o0 ] 400 .
= [Yit-p)m] [ Y- p) ).
i=1 j=1
On sait que > i(1 — p)'~*p = 1/p, pour tout p €]0,1[. Donc,
B(XY) = ——.
P1p2

2. On veut calculer P(X < Y). Soit
1 six<y
£1000) > ) =Tiey = { § G
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On a d’aprés le théoreme de transfert

“+00 +00

= pp Y > Licp(l—p) M1 —p)
i=1 j=1
+oo j—1 ' '

= Y | Y (1) Py
j=1 =1

+00
= p2 Z (1-1-py A —p)!

J=1

+0o0 “+oo .
= pY A-pY - (A p)1-p))
= =

o P2
1—(1=p1)(1—p2)

p1(1 — p2)

P2+ pi(l —p2)’

=1
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On voit que P(X < Y) > 1/2 si et seulement si p; > 7

P2
3. En utilisant le méme raisonnement que precedemment on
montre que

+o0 J
P(X <Y) —P1P2Z[Z (1—p1)'™~ 1} (1-p2y ' = A

=l Cptp(l-p2)
Définition. (a) Deux variables aléatoires discrétes X et Y a valeurs
dans {(xi,y;),i,j = 1,2,...} sont indépendantes si
PX=x;Y=y)=PX=x)P(Y=y), Vij=12,...(7)
ou de facon équivalente,

Fx.v(xi,y;) = Fx(xi)Fy(y;), Vi,j=1,2,... (8)
(b) Généralité. nv.a. X1,Xa,..., X, sont indépendantes si

n
P(Xy=x1,..., Xp = xn) = [[P(Xi =



Couple de v.a. discréte

000000800
Exercice. On suit de facon conjointe 2 structures de santé dont le
nombre de naissances par jour est un couple (X, Y) (dont X
représente la structure que nous nommons | et Y représente celle
nommée |l) de variable aléatoires de loi

(A1) (A2

it

PX=iY=j)=eM . AM,A2>0,i,j=0,1,...

1. Déterminer la probabilité que le nombre de naissance dans les
deux structures soit supérieur ou égal a k, pour
ke{1,2,...}, soit P(X + Y > k).

2. Calculer la probabilité pour que le nombre de naissances dans
la structure | soit supérieur au nombre de naissances dans la
structure 11, soit P(Y < X)),

2.1 en fonction de la fonction de répartition Fy de Y.
2.2 en fonction de la fonction de répartition Fx de X.

3. Déterminer les lois marginales de X et de Y.
4. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?
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Exemple. Soit X et Y 2 v.a. indépendantes et soit
N =min(X,Y) et M=max(X,Y).

1. Montrer que la fonction de répartition Fy de N vaut,
Fn(z)=1—(1— Fx(2))(1— Fy(2)), VzeR.
2. Montrer que la fonction de répartition Fy; de M vaut
Fm(z) = Fx(z)Fy(z), Yz eR.

3. Ecrire les fonctions de répartition de N et de M lorsque X et
Y ont la méme loi de probabilité.
Réponse. 1. On a pour tout z € R,

Fn(z)=P(N <z) = P(min(X,Y) < 2)
= 1—-P(min(X,Y) > z2)
= 1-P(X>zY >2)
= 1-P(X>2z)P(Y >z) (par indépendances
1—1(1—= Fx(2))(1 = Fv(2)).
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3. Si X et Y ont la méme loi de probabilité alors, pour tout z € R,
Fx(z) = Fy(z) et on a

Fn(z) =1 — (1 — Fx(2))? et Fum(z) = (Fx(2))%.
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