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2A UE Méthodes de Simulation

Feuille 2 de Travaux pratiques

Exercice 1. (Exemple simple mais illustratif). Soit X une v.a. a valeurs dans {—5,0, 5} avec :
P(X =-5)=1/3, P(X=0)=1/6, P(X=5)=1/2,
Soit Y une autre variable aléatoire telle que P(Y = 0) = 5/6.
1. Déterminez P(Y = —5) et P(Y = 5) pour que E(Y) = E(X).
2. Calculez Var(Y') et expliquez pourquoi Var(Y) < Var(X).

3. Pour N = 1,...,1000, tracez sur le méme graphe la fonction N — X et la fonction N — Yy oll
pour toute v.a. Z, Zy = (Z1 + ...+ Zy)/N est la moyenne empirique associée au N -échantillon
Z1,...,Zy delaloi de Z. Commentez les graphes.

4. Tracez sur deux fenétres graphiques différentes les graphiques précédents, chacun accompagné des
bornes inférieures et supérieures des intervalles de confiance (qui est partout de niveau de confiance
95%) pour tout N. Commentez les graphes.

5. Pour chacun des estimateurs X et Y, déterminer numériquement I’entier approximatif Ny a partir
duquel I’erreur d’estimation est d’ordre 10~2 (au niveau de confiance 95%).

Exercice 2. Soit X ~ A(0,1). On veut comparer la méthode de Monte Carlo naive et la méthode
d’échantillonage préférentiel dans 1’estimation de

E(g(X)) o g(x) =z l(y>35)- (D

1. Donnez une estimation de (1) par la méthode de Monte Carlo en simulant un /N-échantillon X, ..., X
de taille N = 10000 de la loi de X.

2. Pour N = 1,...,10000, tracez sur le méme graphe la fonction N +— X et les intervalles de
confiances associés.

3. Soit A =[0,6] et {Z*, u € A}, une famille de variables aléatoires telle que Z# ~ N (p;1).

(a) Identifiez la fonction 1 telle que E(g(X)) = E(¢(Z#)).

(b) On pose p = 2.5. Pour N = 1000, puis pour N = 10000, donnez une estimation de (1) par la
méthode d’échantillonage d’importance en utilisant un /NV-échantillon de Z*.

(¢) Pour N = 1,...,10000, tracez sur le méme graphe les fonctions N — M et

N — w, pour p = 2.5.
(d) Faites un zoom des graphes précédents pour N = 1,...,1000 et comparez-les.

(e) Pour N = 1,...,10000, tracez sur une nouvelle fenétre graphique la fonction NV +—> w

et les intervalles de confiance associés.
4. On veut chercher le paramétre y* qui minimise E1)?(Z*).
(a) Spécifiez la fonction K qui vérifie E?(Z*) = E(K (11, &)), avec & ~ N(0,1).
(b) Utilisez I’algorithme suivant pour donner une approximation de *:
fn+1 = pn = Va1 K (Bns €ng1)s po € A,

ol (&,)n>1 est une suite iid de v.a. de méme loi que &, (v, ), >1 Vérifie:

Z’Yn+1 =+oo et 27721-&-1 < +0o9,
n>0 n>0

et K //1 est la dérivée partielle de K par rapport a .



(¢c) Pour N =1,...,10000, tracez la fonction N — Wzt H'N'JFMZIMV ) et les intervalles de confi-
ance associés. Comparez avec les résultats obtenus pour = 0 et p = 2.5.

5. Pour chacun des cas = 0, u = 2.5, p = p*, déterminer numériquement 1’entier approximatif Ny a
partir duquel 1’erreur d’estimation est d’ordre 10~2 (au niveau de confiance 95%). On fera croitre N
par pas de 10 pour atteindre le critere d’erreur d’approximation (voir cours).

Exercice 3. Soit 7 > 0 et soit t;, = 2L, k = 0,...,n, des points de discrétisation réguliers sur [0,T]. On

n
considere le modele d’évolution suivant de deux actifs financiers (X,Y") corrélés:

tht1 ~
=Y, (1+7A)+ poaVAZy i1 + oo/ — pQ\/ZZkH)

tet1

{ X :th ((1+TA)+01\/ZZ]€+1)

ou r est le taux d’intérét, A = T'/n, 01,09 > 0, p € (—1~, 1) estle coefﬁcif:nt de corrélation entre Z et Z;
(Zy)k>1 est une suite iid de loi A(0; 1), de méme que (Zy)x>1, et Zj et Zj, sont indépendantes pour tout
k>1.

On veut donner une approximation par Monte Carlo de (x4 = max(z, 0))
—rT
e TE((05 % X, +05xY, ~K),). @)

1. Onpose T'=1,n = 50,01 = 0.5, 00 = 0.8, r = 0.03, X9 = 50, Yy = 60, K = 55.
(a) Donner une estimation de (2) par la méthode de Monte Carlo pour p = 0.1, p = 0.5 et pour
p=0.9.
(b) Donnez I'intervalle de confiance associé pour un niveau de confiance de 95%.
2. On pose toujours 7" = 1, n = 50, 02 = 0.8, r = 0.03, Xy = 50, Yy = 60, K = 55, et p = 0.5.

Donnez une estimation de (2) par la méthode de Monte Carlo pour 07 = 0.7 et 07 = 1. Donnez les
intervalles de confiance associés.



