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1 Espaces de Hilbert

Ce chapitre est consacré a une classe d’espaces vectoriels normés particuliement im-
portante tant du point de vue théorique que de celui des applications.
On considere E espace vectoriel sur K = R ou C.

1.1 Espaces pré-hilbertiens

Définition 1.1. On appelle produit scalaire sur E toute application (- | -) : Ex E — K
telle que :
1. Pour tout y € E, Uapplication (- | y) : E — K définie par x — (x | y) est
linéaire,
2.(a) siK=R,Vz,y € E, (y|x) = (x|y) (symétrie),
(b) siK=C,Va,y € E, (y|x) = (x|y) (antisymétrie),
3. VYxeE, (x|x) >0 (positivité),
4. Ve eE, (x|z)=0 <= x =0 (définie positive).
Une application satisfaisant les propriétés 1, 2 et 3 (mais pas nécessairement 4) est

appelée un semi-produit scalaire. Si K = R, on appelle (- | -) produit scalaire euclidien.
Si K = C, on appelle (- | -) produit scalaire hermitien.

Définition 1.2. Le couple constitué d’un espace vectoriel E et d’un produit scalaire sur
E est appelé espace pré-hilbertien réel (si K =R) ou complexe (si K = C).

Remarque 1.1.

1. Supposons que (- | -) est une application de F x E dans K qui satisfait les
propriétés 1 et 2. Alors,
— si K =R, pour tout z € E, 'application (z | -) : y — (z | y) est linéaire de E
dans R;
— si K=C, alors Vz,y,z € E, VA, u € C,

(@ | Ay +pz) = Mz |y) + iz | 2).

Dans ce cas, 'application (z | -) est dite antilinéaire.

2. Comme conséquence des propriétés 1 et 2, on voit aussi que, pour tous x,y € E :
—siK=R, (z+ylz+ty) =(|z)+{y|y) +2]|y);
—siK=C, (z+ylz+y) =(z|z)+ ¥y +2Re(z | y).

Exemple. L’espace E = R? muni du produit scalaire : (x | y) = Z?:l x;y;, est appelé
I'espace euclidien canonique de dimension d.

L'espace E = C? muni du produit scalaire : (z | y) = Z;l:l x;jy;, est appelé I'espace
hermitien canonique de dimension d.



1.2 L’espace L?

Définition 1.3. Soit Q un ensemble ouvert de R%. Une fonction de Q dans K est de
carré intégrable sur 2 si elle est mesurable au sens de Lebesgue et si

/ £ (@)]? de < +oo.
Q

On note L2() = LZ(Q) Uespace des fonctions de carré intégrable sur Q0 d valeurs dans
K.

L’ensemble des fonctions de carré intégrable sur €2 est stable par multiplication par
un scalaire A € K et stable par somme car

|f+g1* < 21f1+2]g%.

Donc, £2(2) est un espace vectoriel sur K.
De plus, si f, g € £2(2), alors la fonction fg est integrable sur  car

£l = 1£llgl <21/ +2lg]*.
On munit £2(2) d’une relation d’équivalence
f~g < f =g presque partout sur f).

Pour f € £2(f2), on note [f] la classe d’équivalence de f.

Définition 1.4. L’espace de Lebesque L?(Q) est défini par ’ensemble des classes d’équi-
valence L2/) ~ :

L2(Q) ={[f]: f € LX)}

Les mémes remarques que pour l’espace L' s’appliquent en ce qui concerne 1'égalité
presque partout. En général, on ne distinguera pas entre les fonctions (dans £2) et les
classes d’équivalence (dans L?).

La relation

(1910 = [ Sa)gla)do

définit sur L?(2) un produit scalaire.

1.3 L’espace ?

Définition 1.5. Soit © = (x,)nen une suite de nombres de K. On dit que x est de carré

sommable st
> wn)? < +oo.
n>0

On note (? lespace des suites de carré sommable.



Pour tous & = (Zp)nen: Y = (Yn)nen € 2 et A €K, on a

STlza+uelF <23 |z 42 lyal? < o0,

n>0 n>0 n>0

et

> Azn|? = | A2 > 2| < +o00.

n>0 n>0

Donc, l'espace £2 est un espace vectoriel sur K.
De plus, si 2 = ()nen; ¥ = (Yn)nen € £2, pour tout n € N,

L 1
| TnTn] < §(|xn|2 + |yn|2)

donc, par comparaison, la série - TnJn est convergente.

L’espace ¢? est pré-hilbertien muni du produit scalaire :

(| y)e = Z TnYn-

n>0

1.4 Propriétés élémentaires

L’inégalité suivante est fondamentale dans ’étude des espaces de Hilbert.

Proposition 1.1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit E un espace vectoriel muni
d’un semi-produit scalaire (- |-). On a

Va,y € E, (x| y)| < /(x| 2)\/{y|Yy).

Démonstration. On peut supposer K = C. Si z,y € F, alors
VteER (z+ty|az+ty) = (z|z)+2tRelx | y) + 3y |y) > 0.

Si (y | y) =0, la fonction affine ¢ — (z | ) + 2tRe(x | y) est positive et donc constante,
ce qui entraine que 0 = (Re(z | )2 < (z | z)(y | y) = 0.

Sinon, le polynéme de second degré en ¢ doit avoir un discriminant négatif ou nul et
donc, dans ce cas aussi, (Re(z | y))? < (x| #)(y | y). Soit alors A un nombre complexe
de module 1 tel que

[z [y =Nz |y) = Az |y) = Re(Az | y).

Alors,
[z [ y))P = Re(Az [ 9)* < Az | Ax)(y | y) = (@ [ )y | v),

puisque A\ = 1. ]



Corollaire 1.1. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (- | -). La relation
=] = (@ | «)'/?
définit une norme sur E.
Démonstration. 11 suffit de vérifier I'inégalité triangulaire. On a, pour tous z,y € F,
i+ yl = el + 1l + 2Re(z | o)
x+y x Y elx |y
< | + llyll* + 2[(z | )]
< [l + llyll* + 2llz (|1

= (llzll + lyI)*.
O
Exemples.
1. Si E =R? la norme associée au produit scalaire canonique est définie par :
2. Si E = L*(Q), ot Q est un ouvert de RY, la norme | - [|12(q) associé au produit

scalaire (- | -)r2(q) est définie par :

£z = [ 1f@)P da, £ € 132,

La convergence asssociée a la norme de cet espace s’appelle la convergence en
moyenne quadratique.

3. Si E = /2, la norme || - ||2 associée au produit scalaire de £? est définie par :

lelle = [ [2(m)P, @ = (2(0))nen € £
n>0

Proposition 1.2 (Cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient E un espace
préhilbertien et x,y € E. Alors :

x| y)| = ||z|||ly]] < =z ety sont liés.



Démonstration. La condition suffisante est évidente. Démonstrons la condition néces-
saire. Supposons K = C et [(x|y)| = ||z||||y||. Soit u € C tel que |u| =1 et Re(u(z | y) =
|(z | y)|. Alors,

lllly = ullylll* = =51 = Nz llyllity | va) = lelllyll{ua | y) + wally]?|]?
= 2]z |*llyl* = 2[l=/llyl|Refua | y)

= 2|lz[lyll* - 2llllyll/(z | )| = 0
et donc [|z|ly — ully||z = 0. O

Dans la suite, F est un espace préhilbertien, on notera (sauf précision contraire) (- | -)
le produit scalaire sur E et || - || la norme associée. On peut remarquer que la donnée de
la norme sur H permet de retrouver le produit scalaire. Plus précisément :

— Si K =R, pour tous z,y € E,

@l y) =5 (Il + ol = el = IylP”) -

NN

— Si K =C, pour tous z,y € E,

1 1 )
Re(e | y) = 5 (lo+yl” =2l = y*) et Smiz|y) =3 (lo+ iyl ~ ol = Iyll”) -

Corollaire 1.2. Soit I/ un espace préhilbertien. Pour chaque y € E, application ¢, :
E — R définie par
¢y(z) = (z |y), v € E,

est linéaire continue sur E et sa norme est égale a ||y||.

Démonstration. Soit y € E. L’application ¢, est linéaire par la linéarité de I’application
x — (x|y). Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Ve e E, o) =z |y)| < lllllyll-

Donc, ¢, est linéaire continue et ||¢,|| < ||ly||. De plus, ¢,(y) = |ly||*. Donc,

oy = sup 100

r€FE,x#0 HxH

= [lyll-

O]

Remarque 1.2. Le dual topologique de E est par définition ' = L(FE,R) I'ensemble
des formes linéaires continues de E (c’est-a-dire les applications linéaires continues de E

dans R). Il est muni de la norme || - ||gr définie par : pour f € F’,
flx

Ifller = sup  |f(z)]= sup |f(z)|= |/ ( )|.
zEE,[|lz||=1 TEE,||z||<1 veBz20 |||

Ainsi, I'application y — ¢, est une isométrie de E dans E’, linéaire si K = R et antili-
néaire si K = C.



Une conséquence immédiate mais utile de la définition de la norme d’un espace
préhilbertien est 1'identité du parallélogramme ou égalité de la médiane.
Proposition 1.3. Soient E un espace préhilbertien et x,y € E. On a

1. Identité du parallélogramme :

2
+

r+y 2

2

r—y
2

1
= 5= l* + lly)-

2. Théoreme de Pythagore :
Re(z [y) =0 <= |z +yl* = [|l=[I* + [yl
3. Formule de polarisation :

=+ yl* — [l —yl® Nz +iyl® — llo — iy|?

Définition 1.6. Soient E un espace préhilbertien et x,y € E. On dit que x et y sont
orthogonauzx si {(x|y) = 0 et on note xLy. On dit que = et y sont perpendiculaires si

Re((z[y)) = 0.

Remarque 1.3.
1. Si F est un espace préhilbertien réel, ces deux notions coincident.
2. La relation d’orthogonalité notée L est symétrique.

3. Dans un espace préhilbertien réel, x et y sont orthogonaux si et seulement si
lz +ylI* = llzl® + [lylI*.
Ce résultat est faux dans F un espace préhilbertien complexe car, si x,y € F,
lz +ylI* = lz]]* = lylI* = 2Re(z | ).

Par exemple, pour z # 0, (ix | x) = i||z||* # 0 et Re(iz | z) = 0.
4. Si E espace préhilbertien réel, ’égalité de Pythagore s’étend sans difficulté aux
sommes finies d’éléments deux & deux orthogonaux :

Vi ke{l,...,N}, J#k ({zjla)=0) = D zll> =D llayl*
i=1 i=1

Définition 1.7. L’orthogonal d’une partie A de E est l’ensemble noté AL formé des
éléments orthogonaux a tous les éléments de A, c’est-a-dire

At ={zecE:Vac A, (z|a)=0}.



On remarque facilement que

Et ={0} et {0}t =E.

Proposition 1.4. soient A et B deux parties de E. Alors :

1. L’ensemble A+ est un sous-espace vectoriel fermé de E ;
2. Si AC B, alors B+ Cc A+ ;
3. At =(A)*;
4. AcC (AH*;
5. AL = (Veck(A)* et (A): = Vect(A).
Démonstration.
1. Avec les notations du corollaire 1.2,

At = ﬂ ker(¢y).

yeA

Il en résulte que A+ est un sous-espace vectoriel fermé de E.

. Sixz e B*, pour tout y € A C B, on a

(z]y) =0

alors, z € A+

Comme A C A, on a (A)+ C A+, Soient z € A+ et a € A. 1l existe (ay)nen suite
de A telle que a = limy,— 4o Gy Alors,

(o] a)= lim {z|an) =0,

Donc, = € (A)*.

C’est évident.

5. On note Vect(A) lespace vectoriel engendré par A, c’est-a-dire ’ensemble des

éléments y € E qui sont combinaison linéaire des éléments de A :
n
y:Z)\jwj, )\jGK, .I'jGA.
j=1

On a, x € AL si et seulement si A C ker ¢, c’est-a-dire, puisque ker ¢, est un
sous-espace fermé, si et seulement si Vect(A) C ker ¢,.. Donc

At = (Vect(A)F et (AL): =Vect(A). (1)



Définition 1.8. On dit qu’un espace préhilbertien H muni de la norme || -|| associée au
produit scalaire (- | -) est un espace de Hilbert si (H, | - ||) est un espace vectoriel normé.

Exemple : L’espace C" des vecteurs z = (21, ..., 2,) de nombres complexes est muni
du produit scalaire hermitien suivant

n
(z |w) = sz@k.
k=1

Les espaces normés de dimension finie étant toujours complets, I’espace C” et plus géné-
ralement les espaces pré-hilbertiens de dimension finie, appelés aussi espaces hermitiens,
sont des espaces de Hilbert.

Proposition 1.5. Soit Q un ouvert de R?. L’espace L?(Q) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans L?(Q2). Pour conclure, il suffit de
montrer qu’une sous-suite extraite converge dans L?. On extrait une sous-suite ( f¢(n))n€N

telle que
1

V>0, |fsmer) — fomllze < on

Pour simplifier les notations, on écrit f, au lieu de fy(,). On pose

0@ = 3 s (@) — fula).
k=1

Alors, (gn)nen est une suite croissante de fonctions mesurables positives et ||gn |2 < 1,
pour tout n. On déduit du théoréme de la convergence monotone que, g,(x) converge
vers g(z), presque partout sur 2 et g € L?(2). D’autre part, on a pour tout m >n > 2,

[fm (@) = fa(@)] < [fim(2) = fna(@)| + -+ | fr1(2) = fu(2)] < 9(2) = gn1(2).

Il s’en suit que, presque partout sur Q, (f,(z))nen est de Cauchy et converge vers une
limite notée f(x). On a, presque partout sur {2 et n > 2,

[f (@) = ful2)] < g().
Donc, f € L?(Q2). D’autre part, on a |f,(z) — f(x)|> = 0 p.p. sur Q et
|[fa(@) = f(@)? < lg()?

la fonction majorante étant intégrable. Par le théoréme de la convergence dominée, on
conclut que f, converge vers f dans L%(Q). O

Proposition 1.6. L’espace ? est un espace de Hilbert.

Un espace de Hilbert est en particulier un espace de Banach et une série normalement
convergente y est donc convergente, ce que nous rappelons dans la premiere partie du
théoreme ci-dessous. Le second résultat, ou la condition portant sur les normes est moins
forte, est spécifique aux espaces de Hilbert.

10



Théoréme 1.1. Soit H un espace de Hilbert et (x;);>0 une suite d’éléments de H.

1. Sila série de terme général x; est normalement convergente (c’est-d-dire, 3~ ||z <
+00), alors la série >_j>0T; converge dans H.

2. Supposons les x; deux d deux orthoggnauac. Alors, la sériey”;~qx; est com;erg%nte
si et seulement si la série ;||| est convergente. Dans ce cas, || 3250 75]|° =

2

2j>0 llzl=-
Démonstration. Supposons que la série S = 3 ;5 z; est convergente et posons Sy =
Z;V:o xj. D’apres le théoreme de Pythagore, on a

N
> Nl = [1Sn %

J=0
Le membre de droite converge vers ||S||? par la continuité de la norme, ce qui entraine
s s o) 2
que la série numérique »>72 [|z;||* converge.
Réciproquement, si cette série numérique converge, on a

N+p oo
ISnap = SnlIZ =D llil* < Do llall*.
j=N+1 j=N+1

Le membre de droite de cette inégalité est le reste d’ordre N d’une série numérique
convergente, et tend donc vers 0 avec N. Cela assure que la suite Sy est de Cauchy dans
H, et donc convergente. O

1.5 Théoreme de la projection convexe

On suppose ici que H est un espace de Hilbert et ’on note (- | -) son produit scalaire,
|| - || sa norme.

Rappel. Une partie C de H est conveze si
Ve,ye C,Vte[0,1], 1 —-t)x+ty e C.

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie £, étant donné un point x € F
et un fermé F' de F, il existe toujours au moins un point y € F' tel que

r — y|| = min ||z — z||.

Iz~ 9]l = min & — 2|

Cela n’est plus vrai en dimension infinie, mais on dispose du théoreme suivant dont les
conséquences sont importantes.

Théoréme 1.2. (Projection sur un convexe fermé) Soit C' un convexe fermé et
non vide de H. Alors, pour tout point x € H, il existe un unique point xc € C tel que

— = inf ||z — z||.
|~ zcll = inf [}z — 2]
Ce point, appelé projection de x sur C et noté xc = Po(x), est caractérisé par la propriété

sutvante :
zoc€eC et Vze O, Re(r—zc|z—2zc) <0 (2)

11



Démonstration. Soit « € H. Démontrons d’abord 'existence de la projection de z sur
C'. Par définition de 0 = inf,c¢ ||z — z||, il existe une suite (y,)nen de C telle que

1
|E3 —ynH2 <5+ — Vn > 1.

En appliquant I'identité du parallélogramme aux vecteurs  —y,, et x —y,, pour n,p > 1,
on obtient

2

i Yn — Up

_Yn + Yp
Hx 2

2
1
: = 5(lle = gall® + 1 =l

Puisque C est convexe, (y, + yp)/2 est un point de C' et donc
Hlon—wl? <5 (5 +7)
g =Wl =5 p)

ce qui démontre que la suite (y,)nen est une suite de Cauchy de C et donc converge vers
un élément zo € C qui vérifie |z — z¢||? = §2.

Supposons ensuite qu’il existe deux points y; et yo de C tels que ||z — y1]| = ||z —
y2|| = d. En appliquant l'identité du parallélogramme comme précédemment, on obtient
llyr — y2l|? < 0, c’est-a-dire y; = 2, ce qui démontre 'unicité de Po(x).

Vérifions maintenant que le point y = Po(x) vérifie la propriété (2). Si z € C, alors
pour tout ¢ €]0, 1] le point (1 — )y + tz appartient a C' et donc

lz — (1 = t)y — tz|* = ||z — ylI*,

c’est-a-dire
Elly = 2| + 2tRe(z —y | y — 2) > 0.

En divisant par ¢ puis en faisant tendre ¢t vers 0, on obtient
Relx —ylz —y) <0.
Supposons réciproquement qu’un point y € C satisfait (2). Alors, pour tout z € C,
lz—21* = [z —y)+ -2
= lz = yl® +lly — 2I* + 2Refe —y | y — 2) = [|lz — g,
et donc y = Po(x). O

Remarque 1.4. Dans le cas ou K = R, la caractérisation (2) (o Re ne figure pas)
exprime que z¢ = Po(x) est 'unique point y € C tel que, pour tout z € C, 'angle des
vecteurs  — y et z — y est obtus (c’est-a-dire supérieur ou égal a 7).

La condition (2) permet de démontrer que Po est une contraction (et donc, en par-
ticulier, est continue).

12



Proposition 1.7. Sous les hypothéses du Théoréeme 1.2, on a
Vay, a2 € B ||Po(1) — Po(wa)|| < |1 — a2].
Démonstration. Notons y; = Po(x1) et yo = Po(x2). On a
Re(z1 — 22 [ y1 — y2) = Re(zr — yo| [ y1 — y2) + Re(yz — 22 | y1 — y2)

=Re(z1 —y1 | y1 — v2) + ly1 — va|* + Re{ya — 22 | y1 — y2)
> |ly1 — yall*.

Donc, par I'inégalité de Schwarz, ||y; — ya||? < ||x1 — z2||[|ly1 — v2| et, finalement, ||y; —
yall < lly — . =

Proposition 1.8. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors Pp est un opérateur
linéaire de H sur F. Si x € H, alors Pp(x) est l'unique élément y € H tel que

yeF et :c—yeFJ‘.
Démonstration. La condition (2) du théoréme de la projection sur un convexe fermé
s’écrit
yeEF et VzeF, Re(fxr—y|z—y)<O0.

Siy € F et A € C*, I'application z — y + Az est une bijection de F' sur F. La condition
(2) est donc équivalente a

yeF et VzeF, VAe€C, ReMz—y]|z)]<0,

ce qui équivaut a
yeF et x—yeFJ‘.

La linéarité de Pr s’en déduit facilement. O
Corollaire 1.3. Pour tout sous-espace vectoriel fermé F de H,
H=FeaF~

Démonstration. Six € H, x = Pp(x)+ (z— Pr(x)) et, par la proposition 1.8, Pr(z) € F
et * — Pp(z) € F+. D’autre part, si € F N F*, alors (z | ) = 0 et donc 2 = 0. O

Sous les hypotheses du corollaire précédent, Pr est appelé un projecteur orthogonal.
Corollaire 1.4. Pour tout sous-espace vectoriel F' de H,
H=FaF+
En particulier, F est dense dans H si et seulement si - = {0}.

Démonstration. 11 suffit de rappeler que F+ = 7 ]

13



Corollaire 1.5. (Critére de totalité) On dit qu’un sous-ensemble A de l’espace de
Hilbert H est total si Vect(A) est dense dans H.
Pour que A soit total, il faut et il suffit que A+ soit réduit a {0}.

Démonstration. Par définition, A est total si Vect(A) = H, ce qui est équivalent a
(Vect(A))+ = {0}
et donc & AL = {0} (car A+ = (Vect(A))1). O

Il est utile de comparer la notion de sous-ensemble (dit aussi systéme) total a la
notion algébrique de partie génératrice (ou systéme de générateurs). On sait que A C H
est un systéme de générateurs si Vect(A) = H, alors que A est un systéme total si
Vect(A) est partout dense. Ces deux conditions coincident en dimension finie, mais en
dimension infinie la seconde est beaucoup moins exigeante.

1.6 Théoreme de représentation de Riesz

On suppose que H est un espace de Hilbert. Le théoreme de représentation de Riesz
énoncé ci-dessous décrit le dual topologique de H.

Théoréme 1.3. (Théoréme de représentation de Riesz) Soient H un espace de
Hilbert et H' son dual topologique. Soit T une forme linéaire sur H. Alors, T € H' si et
seulement s’il existe y € H tel que

Vee H, T(x)=(z|y).
De plus, | T|| g = |ly].

Démonstration. Soit ¢ : H — H' définie par y — ¢(y) = ¢, ou

¢y(z) = (z|y), v € H.

Par le corollaire 1.2, I'application ¢ est une isométrie de H dans H’, c’est-a-dire, pour
tout y € H, ||¢(y)||m = ||y||- La condition suffisante est évidente.

La condition nécessaire équivaut & montrer que ¢ est surjective. Soit T € H' tel que
T # 0. On pose F = T71({0}) = ker T. F est un sous-espace vectoriel de H qui est fermé
du fait que T est continue. Par le corollaire 1.3, H = F @ F1. Or T est une forme linéaire
non nulle et donc F = ker T est de codimension 1. L’espace F- est donc de dimension
1, en particulier, il est engendré par un vecteur e qui I’on peut choisir de norme 1. Soit

y=T(e)esiK=C,ouy=T(e)esi K=R. Alors ¢,(e) =T(e) et ¢, =0 sur F' = kerT.
Il en résulte que ¢, et T coincident sur F*- et sur F, et donc T = ¢, = ¢(y). O

Rappelons que cette isométrie est linéaire si K = R et antilinéaire si K = C.

Nous étudions dans la suite de ce paragraphe une application importante du théoréme
de représentation de Riesz.
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1.7 Bases hilbertiennes

Définition 1.9. On dit qu’un espace métrigue E est séparable s’il existe un sous-
ensemble D C E dénombrable et dense.

Exemple. L’espace (R, |- |) est séparable.

Définition 1.10. Soit E espace vectoriel normé. On dit que A C E est total si le
sous-espace vectoriel engendré par A est dense dans E.

Proposition 1.9. Soit E espace vectoriel normé. Alors, E est séparable si et seulement
s’il existe A C E total et dense.

Exemple. Soit Q un ouvert de R?. L’espace L?(2) est séparable.

Soit H un espace préhilbertien.

Définition 1.11. Une famille (z;)icr de H est dite famille orthogonale si pour tous
i # j, vila;. Une famille orthogonale dont tous les éléments sont de norme égale a 1
est dite famille orthonormée (ou orthonormale).

D’apres le théoreme de Pythagore, on a, pour tout partie finie J de I,

2
= laal*.

e

D i

e

Une conséquence immédiate en est la proposition suivante.
Proposition 1.10. Une famille orthogonale dont aucun élément n’est nul est libre.

Démonstration. Soit (z;);e; une famille orthogonale de H. Soient J une partie finie de
I et (\j)jes des éléments de K tels que 3 ; Ajz; = 0. Alors,

2
Nzl = lllesl? =0,
jedJ jedJ
et donc, A\; = 0, pour tout j € J. ]

Définition 1.12. Une base hilbertienne de H est une suite finie ou infinie (e;);cy d’élé-
ments de H qui constitue une famille orthonormale totale de H.
Remarque 1.5. Une suite (e;);cs est une base hilbertienne de H si elle est :

1. orthonormée : Vj, k € J, (e; | ex) = J;k, out ;1 est le symbole de Kronecker.

2. totale : 'espace vectoriel engendré par (e;);e est dense dans H, c’est-a-dire, tout
élément de H est limite d’une suite de combinaisons linéaires finies d’éléments de

(ej)jes-
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Exemple. Soit H = ¢%. On définit, pour j € N, I'élément e; de H par e;j(j) = 1 et
ej(n) =0sin # j. La famille (e;);jen est évidemment orthonormale. Démontrons qu’elle
est totale. Soient 2 € H et & > 0. Comme Yy |;|* < +00, il existe N € N tel que

N
Sl = Y fel = S e < e
j=0

J>N+1 jEN

Mais alors )

x—ijej = Z |lz;|* < 2.

jeJ j>N+1
Ainsi, la famille (e;);en est une base hilbertienne de H.

La proposition suivante nous donne une propriété élémentaire des familles orthonor-
males.

Proposition 1.11. Soit (e;)cs une famille orthonormale finie de H et soit F' l’espace
vectoriel engendré par cette famille. Pour tout x € H, la projection orthogonale Pp(x)

de x sur F est donnée par
Pr(z) =) (x| ej)e;.
JjeJ
En conséquence,
2
lz]1* = ||z = D (z [epes| + D Izl el
= jeJ

Démonstration. On démontre que le vecteur y = 37, ;(z | €;)e; satisfait les conditions
caractérisant Pp(x). Or il est clair que y € F et que

Vied (x—yle) =0,

ce qui entraine que x —y € F-. Le deuxiéme point découle immédiatement du théoréme
de Pythagore. O

Une premieére conséquence immédiate de cette proposition est I'inégalité de Bessel :

Proposition 1.12. (Inégalité de Bessel) Soit (e;)jen une famille orthonormale de
H. Alors, pour tout x € H,
>l e < ).

J€EN
(En particulier, la famille ({z | €;))jen est un élément de ¢*(N).)

Les bases hilbertiennes ne sont pas (sauf en dimension finie) des bases au sens algé-
brique du terme. Un élément de H ne pourra pas s’écrire, en général, comme combinaison
linéaire finie des vecteurs de base, mais il pourra s’écrire (sous forme de série) comme
limite de telles combinaisons.
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Théoréme 1.4.
Soit H un espace de Hilbert séparable et (e;)jen une base hilbertienne de H.

1. Tout élément x € H peut se décomposer de facon unique sous forme d’une série
convergente dans H

x = Z cj(z)e; cj(x) e C.

JEN
Les composantes cj(x) sont données par
cj(z) = (z | ej),
et vérifient I’égalité de Bessel-Parseval :
2 2
lz[|* = > lej ().
JEN
2. Réciproquement, étant donnés des scalaires y; vérifiant 3 ;cy ]’yj\Q < 400, la série

> jenj€j converge dans H et sa somme x vérifie c; (x) =y pour tout j.

Démonstration. 1. Soit € H. On pose cj(x) = (x | e;) et any = Z;-V:O cj(x)e;, pour
7, N € N. On a par le théoreme de Pythagore,

N N
(o [ @) =D _cj(@)e; | z) =D lej (@) = [lenll*.
7=0 J=0

Par I'inégalité de Bessel, pour tout N € N,

N

> lej(@) P = llan|® < llz)*.
j=0

Alors, la série > ey [c; (x)|? est convergente. Par le théoréme 1.1, > jen ¢ (T)e; converge
vers un élément y € H. Pour tout kK € N, on a

(y—x|ex) = (y|exr) —cr(x) = cp(x) — () = 0.

Donc, y —x € A+ oit A = {e; : j € N}. D’autre part, puisque A est total, on a A+ = {0}
(critere de totalité). D’ou y = x.

2. La famille (v;ej)jen est orthogonale et [|vje;|| = |v;|, pour tout j € N. Par le
théoreme 1.1, la série ;o je; converge vers z € H. Par la continuité du produit
scalaire, pour tout k € N,

N
Jim (e | ) = {ales) = ex(e)
7=0
et, pour tout N > k, <Z§V:0 vj€j | ex) = k- Done, x = 3> .y cj(z)e; et ¢j(x) = 5, pour
tout 57 € N. O
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La fin de ce paragraphe est consacrée au probleme de ’existence et de la construction
de bases hilbertiennes.

Proposition 1.13. (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)

Soit N € {1,2,3,...} U {400} et soit (fn)o<n<n une famille libre de E. Il existe
une famille orthonormale (en)o<n<n de E telle que, pour tout entier naturel n < N, les
familles (ep)o<p<n €t (fp)o<p<n engendrent le méme sous-espace vectoriel de E.

Une telle famille peut étre construite par récurrence en posant

o fo
| foll

et, pour0 <n <N —1,

Tn+1
[Znta ]’

Tyl = fnp1 — Pafos1 et eng1 =

ou P, est le projecteur orthogonal sur l’espace vectoriel engendré par la famille ( fp)o<p<n-

Démonstration. Nous allons démontrer que la suite (e, ),ecn définie dans I’énoncé satisfait
les conditions requises. Tout d’abord, la famille (f,,),en étant libre, il est clair que pour
tout n, z, # 0 et donc e, est bien défini. Notons F,, et F), les sous-espaces vectoriels
de E engendrés, respectivement, par (ep)o<p<n €t (fp)o<p<n. On a Ey = Fy. Supposons
que, pour n < N —1, on ait E,, = F},. Il est clair que e;,+1 € Fj,41 et donc Ep1 C Fiq1.
On a aussi fr4+1 € Fpy1, ce qui démontre U'inclusion inverse. Ainsi, E,, = F,, pour tout
0 < n < N. Par ailleurs, pour chaque n > 1 le vecteur e, est, par construction,
orthogonal & F}, et donc a E,,. La famille (ey)o<n<n est donc orthonormale. ]

Remarque 1.6. La suite (ey)o<p<n peut étre construite par récurrence grace a ’algo-
rithme suivant :
o

[[zoll
Tn41

.To:f() €0 =
n

Tnt1 = fot1 — Z<fn+1 | ej)e; n+l = |
=0

||l

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt montre que tout espace de Hilbert
H séparable de dimension infinie admet une base hilbertienne.

Corollaire 1.6. Un espace de Hilbert est séparable si et seulement s’il admet une base
hilbertienne.

Démonstration. Si (gn)nen est une famille dénombrable dense dans H, alors on en extrait
une famille libre (f,,)nen (Sous-suite de (gn)nen) qui soit dense dans H. Ensuite, on
orthonormalise cette famille libre par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

O
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Corollaire 1.7. Si H est un espace Hilbert séparable de dimension infinie, alors il existe
une bijection isométrique de H sur (2.

Démonstration. Soit H est espace Hilbert séparable de dimension infinie et soit (e;);en
une base hilbertienne de H. Par le théoréme 1.4, I'application de H dans £2(N; C) définie
par
®: H— *(N;C)
e (@] €))jen

est une bijection isométrique. Cette bijection est non canonique puisqu’elle dépend de
la base hilbertienne. O
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2 Séries de Fourier

Les séries de Fourier ont été introduites par Joseph Fourier en 1822 dans le cadre de
I’étude de I’équation de la chaleur. Des branches des mathématiques, comme 'analyse
harmonique, théorie du signal et des ondelettes, se sont développées a partir de cette
notion.

Dans ce chapitre, nous allons étudier les séries de Fourier dans le cadre de la théorie
des espaces de Hilbert.

Il y a deux points de vue qui se raménent facilement 'un a l'autre. Nous pouvons
considérer des fonctions périodiques sur R et chercher a les écrire sur toute la droite
réelle comme somme d’une série de Fourier. Nous pouvons aussi considérer des fonctions
définies uniquement sur un intervalle, et chercher une série de Fourier dont la somme
soit égale a f sur cette intervalle.

2.1 Séries de Fourier dans L?

Nous commencons par un résultat important dans I’étude des espaces L?.

Proposition 2.1. Soit Q un ouvert de R%. Si une suite (fn)nen converge vers f dans
L2(2) alors il existe une sous-suite de (fy)nen qui converge presque partout vers f.

On dit qu’une fonction est a support dans un compact K si elle est nulle hors de K.
Soit © un ouvert de R%. On note par C.(f2) 'espace des fonctions continues sur € et &
support dans un compact de €. Toute fonction f € C.(f2) est & carré sommable sur
(et aussi sommable). En effet, si f € C.(9), il existe K compact de R tel que K C § et
f est & support compact dans K. La fonction continue |f| est bornée sur le compact K,
qui est une partie bornée de R% et donc de mesure finie. On a

2 2
[ 1@Pd= [ |f(@)Pde < <sup If(:v)|> | da = (k) <sup If(ﬂr)\> < 4.
Q K zeK K zeK
Nous admettrons le résultat suivant.

Proposition 2.2. Soit Q un ouvert de RY. L’espace Co(Q) est dense dans L?(R), c’est-
a-dire pour toute fonction f € L*(Q) et pour tout € > 0, il existe g € C.() telle que

If—gllzz <e.

Soient 7' > 0 et w = 2. Onnote I =]0, T'[. On considere I'espace de Hilbert L%(]0, T'])
muni du produit scalaire

Uloy=g [ i ®)

de sorte que la fonction constante égale a 1 ait une norme égale a 1, et de la norme
2 e 2
111 = 7 [ V@) de.
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On désigne L2T lespace des fonctions T-périodiques dont la restriction & I =|0, T est
de carré sommable, c’est-a-dire

fEL? < Vz R, f(x+T) = f(x) et /OT\f(x)]2da:<+oo.

On muni cet espace du produit scalaire (3). On remarque que, pour tout a € R et pour
tous f,g € L%, on a

a+T . a+ T
Flo=7 [ t@s@de et Iflg =7 [ f@Fd

(0%
La convergence pour la norme associée a ce produit scalaire est donc la convergence en
moyenne quadratique sur tout intervalle.
L’espace L% est un espace de Hilbert isométriquement isomorphe a L?(]0,T[). Tout
résultat sur 'un de ces espaces se transforme immédiatemment en un résultat sur I’autre.

tnwWT

Théoréme 2.1. Les fonctions ep(x) = ™%, avec n € Z, forment une base hilbertienne

de L*(]0,T]).

Démonstration. Caractére orthonormal : Pour n € Z,

(en | en) = T/o len(2)2 da = 1.

Pour n,k € Z avec n # k, on a
T

i(n—k)wz
(en | ex) / en()er(x) / fmhue = (7) =0.
T T T |i(n—k)w

0

Caractére total : Par la proposition 2.2, C.(]0, T[) est dense dans L?(]0,T)), c’est-
a-dire, pour tout f € L?(]0,T[) et pour tout ¢ > 0, il existe f. € C.(]0,T]) telle que

If = £l <=

En particulier, f-(0) = fo(T) = 0 et donc f. se prolonge de maniére unique en une
fonction continue T-périodique sur R.

Par le théoréme de Stone-Weierstrass complexe, 'espace vectoriel complexe engen-
dré par les fonctions e,, pour n € Z, est dense dans ’espace des fonctions continues
périodiques de période 7', muni de la convergence uniforme.

Alors il existe g. un polynoéme trignométrique tel que

Hfs - gz—:“oo = Sup |fs(x) - gs(x)’ <
z€]0,T|

w\m

Donc,

Hf - ga||L2(I) < ||f - f5||L2(I) + ||f€ - 95||L2(I)

<|f- f€||L2(I) +1fe = gello
-2 2
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Remarque 2.1. On appelle polynéme trignométrique toute combinaison linéaire des
fonctions e, avec n € Z. Ce théoréeme revient a dire que la famille (e, ),cz est orthonor-
male et que les polyndmes trignométriques sont denses dans L2([0, T]).

Le théoréme suivant est un cas particulier du théoréme 1.4.

Théoréme 2.2. (Séries de Fourier)

1. Tout élément f € L?(]0,T|) peut se décomposer de facon unique sous forme

fl@) =) ealf)e™,

nel

la série convergeant en moyenne quadratique sur I =]0,T[. Les coefficients cp(f)
sont donnés par

1 T —inwx
)= len) = 7 [ fla)e ™ da, @)
0

appellés coefficients de Fourier exponentiels de f. Ils vérifient [’égalité de Bessel-

Parseval :
2 e 2 2
111y = 7 | 1@ do = ¥ el (5)
nez

2. Réciproquement, étant donnés des scalaires vy, vérifiant ), 7 |fyj\2 < o0, la
série Y ,c7 ;€T converge en moyenne quadratique sur tout intervalle fermé
vers une fonction f € L*(I) telle que c,(f) = v, pour tout n € Z.

Ce théoreme caractérise complétement les fonctions de carré sommable en termes de
leur séries de Fourier. Il ne fournit que la convergence en moyenne quadratique.

Corollaire 2.1. Soit f € L2(]0,T[). Les coefficients de Fourier c,(f) vérifient

lim ¢,(f)=0.

n—-+4o0o

Plus généralement, nous avons le résultat suivant qui sera démonstré dans le chapitre
4 (propriétés de la transformée de Fourier).

Lemme 2.1. (Riemann-Lebesgue) Soient a,b € R avec a < b et f € L'([a,b]). Alors

b .
lim f(z)e™ ™ dx = 0.

[A|=+o00 Ja

2.2 Propriétés des coefficients de Fourier

Nous vérifions facilement les propriétés suivantes.

Proposition 2.3. Soit f € L2.. On a les propriétés suivantes.

1. Si f est a valeurs réelles, alors ¥n € Z, c_p(f) =p(f) (symétrie hermitienne).
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2. Si f posséde la symétrie hermitienne (Vx € R, f(—x) = f(z)), alors Vn € Z,
cn(f) € R

3. Si f est paire (Vx € R, f(—z) = f(z)), alors¥n € Z, cu(f) = c—n(f) (cn(f) est
pair).

4. Si f est impaire (Vx € R, f(—xz) = —f(x)), alorsVn € Z, c,(f) = —c_n(f)
(en(f) est impair).

5. Si f est a valeurs réelles et paire, alorsV'n € Z, c,(f) est réel et pair.

6. Pour tout o € R et g, € L3 définie par : go(z) = f(z + ), on a
cn(ga) = emacn(f)-

Démonstration.

1. Puisque, pour tout = € R, f,(z) € R, on a f,(z) = f,(x). Alors,

=g [ T@em iz =1 [ e de = c ()

2. En faisant le changement de variable z =T — y, on obtient

T T ‘
Cn(f) = 71,/0 f(x)emwl“ dx = ;/() f(_x)emwz dr

0 ) T )
=7 [ s=nem T ay = 2 [ pgemay
= cn(f).

Donc, ¢, (f) € R.

3. En faisant le changement de variable z =T — y, on a

T ) T '
C—Tl(f) = ,_;/0 f(m)elnwx dx = ;/0 f(_x)elnwx dr

0 ) T )
— 1 | f= e ay — 2 [ e ay
= cn(f)-

4. En faisant le changement de variable x =T — y, on a

T ) T ‘
C—n(f) = ;_‘/0 f([]j)el’fl’u)a7 dl’ = —;;‘/0 f(_x)eznwz dx
L A 1 [T |

— T A f(y — T)e’mw(T—y) dy — _T /0 f(y)e—znwy dy

= —cu(f)-

5. Par 1 et 3, on a

en(f) = con(f) = en(f).
Donc, ¢,(f) € R et pair.



6. On a

1 ’ —tnwx 1 att —tnw(y—a
cn(ga) = T/o flz+a)e dr = T/ f(y)e (y )dy

no 1 ot —inwy ino
= e [T e dy = e ().
U

Remarque 2.2. On utilise aussi la forme trignométrique pour la série de Fourier de
ferLz:

+oo
f(z) = % + ;(an cos(nwzx) + by sin(nwz)) (6)
avec T
ap = Cp +cCp = ;/ f(z) cos(nwz) de, (7)
0
by =i(cn —c—p) = ;/OT f(z) sin(nwz) dz. (8)
En particulier, ag(f) = 2¢co(f) et bo(f) =0

Les a,, et b, sont appelés les coefficients de Fourier trignométriques de f.
Nous pouvons en déduire les relations suivantes : pour tout n € N,
Ay — an Ay, + an
Cn = 9 y C—n = 9

L’égalité de Bessel-Parseval (5) s’écrit alors

17 apl* 1
5y = 7 [ 1@ e =851 25 (anl + buf?),

neN*

L’expression (6) est surtout intéressante lorsque f est réelle (les aj et by sont réels) ou
possede des propriétés de parité (séries de sinus ou cosinus). On peut obtenir directement
ces formules en remarquant que les fonctions :

1 1 1 1 1
—, —— cos(wx),

VT V2T (wa) Ver Var Ver
forment une base hilbertienne de L2(]0,T[) et en appliquant & cette base le théoréme
1.4.

sin(wzx), ..., cos(nwz), sin(nwz), . ..

L’intégrale d’une fonction T-périodique sur un intervalle [, & + T'] ne dépend pas de
a e R.

Lemme 2.2. Soit f € L3. Pour tout réel a,

a+T .
en(f) = ;L f(x)e "™ dg,

wn= 2 [ g costmu) da, v, = 2 [ (@) sinm) da:
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Lorsque f posseéde des propriétés de symétrie, il est souvent pratique de choisir
[—Z, L] comme domaine d’intégration.
Définition 2.1. Une fonction est de continue par morceaux sur l’intervalle [a,b] s’il
existe une subdivision a = oy < a1 < ... < ay = b telle que, pour tout j € [0, N — 1],
la restriction de f a chaque intervalle ouvert |aj, 1| est continue et prolongeable par
continuité sur [y, aji1].

Une fonction est continue par morceauz sur R si elle est continue par morceaux sur
tout intervalle borné de R.

Définition 2.2. Soit p € N*. Une fonction est de classe CP par morceauz sur l’intervalle
[a,b] s’il existe une subdivision a = ag < o < ... < ay = b telle que la restriction de f
d chaque intervalle ouvert Joij, ajy1] est de classe CP et, pour tout j € [0,N — 1], f et
les dérivées de f' d’ordre inférieure ou égal a p ont une limite finie a droite en o et d
gauche en ojyq.

Une fonction T-périodique est de classe CP par morceauz si elle l’est sur l'intervalle
[0,T].

Une fonction f est de classe CP sur R si elle est de classe CP par morceaur sur tout
intervalle de R.

Remarque 2.3. Une fonction T-périodique f continue ou de classe CP par morceaux
(p € N*) lest aussi sur tout intervalle borné [a,b] de R. Elle est bornée et appartient a
LA.

Le résultat suivant établit des propriétes de décroissance des coefficients de Fourier.

Proposition 2.4. Soit f: R — C, T-périodique.
— Si f est continue sur R et de classe C' par morceauxz, alors pour tout k € Z,

ek () = ikw ci(f).

— Sipourp > 1, f est de classe CP~1 sur R et de classe CP par morceauz, alors pour
tout k € 7Z,

i (F7) = (ikw)Pe(f):

Démonstration. Soit 0 = ap < a3 < --- < ay = T une subdivision de I'intervalle [0, T]
telle que, pour tout j € [0, N —1], larestriction fj = f|(a; a,,,] €st continue sur [a;, aj11]
et de classe C! sur |aj, aji1]. Par hypothése, f a une limite finie & droite en «; et une
limite finie & gauche en a;j11. On pose

filay) = lim+ fl(@) et fileajr) = lim f'(z).

$—>Oéj l‘—)Oéj+1

Ainsi, f; est de classe C! sur [aj, a; + 1]. Par intégration par parties, on a

Q41 . . . Q41 .
[T @ da = flagie e — fag)e e ke [T e dn,

@ @
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Comme ag =0, ay =T et f(T) = f(0), on obtient en sommant

3 [Hagen)emumsns = fae=imer] = £(2) = £0) =0

J=0

Tey (f) = ikw e hwT gy = zkw/ f(x)e”* % do = Tikw e (f).

O]

Remarque 2.4. Si f : R — C est T-périodique, de classe CP~! sur R et de classe CP
par morceaux, alors il existe C' > 0 telle que

C

VkeZ* <

e 2", lalf)l < 7

En effet, si la fonction f®) est continue par morceaux sur [0, T, elle est de carré sommable

sur [0, 77, et la suite des cx(fP)) est de carré sommable et donc bornée. Il existe M > 0
tel que |c(fP))| < M pour tout k. On a donc, pour tout k € Z*,

(f(p))
(tkw)P

Mw™P

en()] = < "l

2.3 Convergence des séries de Fourier

Les formules (4) définissant les coefficients dee Fourier ¢,(f) ont un sens dés que
f € Lk, espace des fonctions T-périodiques sommables sur |0, T[. On a L% C L. Deux
types de question se posent.

D’une part, pour une fonction appartenant a L2T et qui posséde des propriétés de
régularité supplémentaire, peut-on dire que sa série de Fourier converge vers f pour
d’autres notions de convergence que la convergence en moyenne quadratique? D’autre
part, si f appartient a Lflp mais pas a L% existe-t-il une notion de convergence pour
laquelle la série de Fourier converge vers f?

Théoréme 2.3 (Théoréme de Dirichlet). Soit f : R — C une fonction T-périodique
de classe C' par morceaux. On définit les sommes partielles :
K
ag

K
Sk(x) = Z ck(flex(x) = 5 —i—Z (ap, cos(nwz) + by, sin(nwz)).

k=—K n=1

— En tout point x ot f est continue, la suite (Sk(x))x>1 converge vers f(x) ;
— En tout point x ou f est discontinue, la suite (Sk(x))k>1 converge vers

1

5 [S@) +f@)] oi fl@®)= lim, f(y).

y—zt
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Si la fonction f est uniquement continue, on n’a en général ni convergence uniforme
ni méme convergence ponctuelle de sa série de Fourier. Le résultat suivant est une consé-
quence directe du théoréeme de Dirichlet.

Corollaire 2.2 (Convergence uniforme). Soit f : R — C une fonction T-périodique
continue sur R et de classe C' par morceauz. Alors la suite (Sk(x))kx>1 converge uni-
formément vers f sur R.

Démonstration. D’apres le théoreme de Dirichlet, la série de Fourier de f converge ponc-
tuellement vers f. De plus, on a pour tout k € Z*,

ex(f’ 1 1 ,
(Dl = 2N < 2 (s #lal))

Comme |ci(f)er| + ek (fe—k| < |ex(f)| + le—x(f)], la série de Fourier de f est norma-
lement convergente pour la convergence uniforme, ce qui implique que la suite (Sk)x>1
converge uniformément vers f. O

Pour K > 1, on note Di : R — R le noyau de Dirichlet

K
Dg(0)=1+2 Z cos(nwb).

n=1
ouw = % Cette fonction est de classe C*° et paire sur R. Comme

wh

2sin (U;H) cos(nwf) = sin ((Zn + 1)u;9) — sin <(2n - 1)2> ,
on obtient
sin ((2K + 1)%9)
Dk(0) = sin (%9)
2K +1 pour wl = 247, j € Z.

pour wl # 24w, j € Z;

T
De plus, comme [,? cos(nwf) df =0 pour n > 1,

T

2 T
/2 Dg(z)dx = —.
0 2

Lemme 2.3. Soit f : R — C une fonction T-périodique de classe C' par morceaux.
Pour tout réel x et tout K > 1, on a

Sk(@) = 7 [ Dic®) (7w +6) + fw —0)) db.
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Démonstration. Par périodicité, pour tout x € R,
1 [o+3
an =

Ty [ costmut)dt, b= [ (@) sinnut) de.

Alors, en utilisant cos(nwz) cos(nwt) + sin(nwz) sin(nwt) = cos(nw(x — t)), on obtient

K
Sk(x) = (120 + Z ap, cos(nwz) + by, sin(nwz))

n=1
1 [+% +I K

=T T f(t)dt + T/ r ;(cos(nwt) cos(nwz) + sin(nwt) sin(nwz)) f(t) dt

=7 / ( + Z cos(nw(x — t))) f(t)dt.
Par le changement de variable t = z + 6, on trouve

T K T
— ;/z <1+2nzlcos(nw0)> flz+0)do = ;/27; Dy (0)f(x + 6) db.

T T
De plus, en découpant [ 2, = f_Oz + Ji? et en faisant le changement de variable § = —s
Y 2

dans la premiere intégrale? on obtient
1 /0 1 2
= — Di0)f(z+0)do+ — Dk (0)f(x+6)do
T)_T T Jo
2
L Dot — ) ds+ = [* Do) e+ 0)do
T r k(—=s)f(x — s)ds T/, K x

- ;/02 Dy (8) (f(z +8) + f(z — 8)) db.

T
Démonstration du Théoréme de Dirichlet. En utilisant [* Dg(z)dz = £, on a

2 (7 _
25c(a) — (F(a*) + S ) = 7 [ Do) (£ +0) = Ja™) + S = 0) = Ja)) db.
Pour x € R fixé, on définit une fonction continue par morceaux g : [0, %] — C par

fla+0)— f@") + flx—0) - f(z7)

T sin (“’9) 070,

g9(0) =

et
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Ainsi,

Le résultat s’obtient par le lemme de Riemann-Lebesgue 2.1 appliqué a 'intégrale ci-
dessus. O

Remarque 2.5. Il existe bien d’autres bases hilbertiennes classiques sur L?, par exemple :
les polynomes de Legendre, les fonctions d’Hermite (reliées a la transformée de Fourier
comme nous verons dans le chapitre 3), les fonctions de Laguerre.

2.4 Série de Fourier multi-dimensionnelles

Soit I =)0, 2nx[. L’espace L?(I") muni du produit scalaire

1 _
F19) = g [, S o) d

est un espace de Hilbert.

Théoréme 2.4. Les fonctions e(z) = e*™ = eF1@1 .. kNN poyr |k € ZN forment
une base hilbertienne de L?(IV).

On note L2(TY) I'espace des fonctions de f de RY & valeurs complexes dont la
restriction & IV est de carré intégrable et qui sont 27Z-périodiques, c’est-a-dire qui
vérifient pour presque pour tout z € RN et tout k € ZV,

f(z+27k) = f(z).

L’espace L?(TV) muni du produit canonique est isomorphe isométriquement & L2(I).
Tout élément f € L?(I"V) peut se décomposer de facon unique sous forme

fl@) =" ex(a)e™™,

keZN

la série convergeant en moyenne quadratique sur IV, Les coefficients ci(f) sont donnés
par

1 —ik-x
alf)=f ) = 5= [ f@e = da,
Ils vérifient 1’égalité de Bessel-Parseval :
1
2 _ 25 2
#1300 = g L M@ dr = 3 e

kezZN
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3 Transformée de Fourier

La transformation de Fourier est un outil central dans plusieurs domaines des ma-
thématiques. Il a permis dee résoudre certaines équations fondamentales de la physique
mathématique (équation de la chaleur, équation des ondes) en transformant les équa-
tions aux dérivées partielles (EDP) qui les régissent en équations différentielles ordinaires
(ODE) plus faciles a résoudre.

C’est aussi un outil fondamental pour les applications. Il intervient dans tous les
domaines du traitement du signal (filtrage, compression, . ..).

La transformation de Fourier permet d’associer a une fonction f une autre fonction
f , la connaisance d’une de celles-ci permettant, sous de bonnes hypotheses, de retrouver
l'autre par des formules que 'on retrouvera dans ce chapitre. Selon les problemes que
I'on étudie, c’est parfois f parfois f qui y intervient de maniere simple.

Il est tres important de savoir passer de I’une de ces fonctions a ’autre pas uniquement
sur le plan numérique ou sur celui des formules explicites mais aussi sur la plan qualitatif :
si on posséde une information (régularité, décroissance, ...) sur f, que sait-on sur fisi
on fait subir une transformation & f, quadvient-il & f; si 'on combine deux fonctions f
et g peut-on lire cette opération au niveau des transformées de Fourier ; etc?

Nous allons répondre a ces questions dans ce chapitre et ces connaissances seront
utiles dans des applications.

3.1 Produit de convolution

La notion de produit de convolution, indissociable de la transformation de Fourier,
permet de nombreuses applications dont celles que nous étudierons dans ce paragraphe :
régularisations et approximations de 'identité.

On note L'(R) I'espace des fonctions & valeurs complexes intégrables dans R :

LN®) ={f R — C: |l = [ /()] da < +oo.

Comme dans le cas L?, I'intégrale est au sens de Lebesgue et on identifie un élément f
de L' avec la classe d’équivalence [f] pour la relation

f~g < f =g presque partout sur R.

L’espace L'(R) n’est pas une partie de L?(R) et L?(IR) n’est pas non plus une partie
de L'(R). Soient

et

23 si O<ax<1 x2/3 si x>1
flz)= { g(z) :

0 sinon 0 sinon

Alors, f € LY(R) et f ¢ L*(R) alors que g ¢ L'(R) et g € L?(R). Néanmoins, les
propriétés suivantes sont vérifiées.

Proposition 3.1. 1. Si f € LY(R) et f est bornée alors f € L*(R).
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2. Si f € LA(R) et f(x) =0 pour tout |x| > R (avec R > 0), alors f € L'(R).

Démonstration. 1. Soit M > 0 tel que, pour tout = € R, |f(x)| < M. Alors,

[ 1@ da < [ (7@ de = M|l < +oc.
R R

2. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

R R R
Llf@lde = [ |@)do < \//Rldx\//R (@) dz < V2R| |12 < +oc.

O]

Théoréme 3.1. Soient f,g € L'(R) et r : R> — R définie par r(z,y) = f(z —y)g(y).
Alors,

— Pour presque tout x € R, la fonction y — r(z,y) est intégrable sur R.

— 57 on définit, pour presque tout x,

(Fr9)@) = [ rgydy= [ fla—g)dy

alors f xg € LY(R) et
1f > gl < [1fllellgllizr-

— Pour f,g,h € L'(R), on a
frg=gxf et (fxg)xh=fx(gxh).
La fonction f % g s’appelle le produit de convolution de f et g.

Démonstration. Pour x € R fixé, la fonction a valeurs positives y — |(r(z,y)| est me-
surable. D’apres le théoréme de Fubini pour les fonctions positives (Fubini-Tonelli), on
a

/Rg ‘T(mvyﬂdi”dl/:/R/le(w—y)!\g(y)\dxdy

— 19l ([ 1~ wldz) dy

=711 [ lo@ldy = 11£ 11l < +oc.

et donc 7 € LY(R x R).
Par la théoréeme de Fubini, la fonction y — 7(z,y) est intégrable sur R pour presque
tout = et que la fonction

v (F9)@) = [ rizy)dy
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ainsi définie pour presque tout x est intégrable sur R. De plus,

1%l = [1U*g)@lda < [ [ 15 =wllgt)ldedy < S]]l

Pour presque tout x, la fonction y — f(xz — y)g(y) est intégrable et en utilisant le
changement de variable z = z — y, on obtient

(F+9)@) = [ fla=ol)dy = [ f(gl@—2)dz= (9% (@)

Pour montrer ’associativité, il suffit d’utiliser le théoreme de Fubini et on obtient, pour
presque tout =z,

(Fx9)e)@) = [ (Fxg)a=h@)dy= [ (g 1)a = h)dy

— [ ([ ot~y -2)5d2) hiy)ay
— [ ([ ot~ = vt dy) £:) a2

_ /Rf(z)(g*h)(:lt —z2)dz = (f* (g% h) ().

O]

Pour définir ponctuellement le produit de convolution, des hypothéses supplémen-
taires sont nécessaires. Le théoreme suivant établit un résultat de régularisation par
produit de convolution.

Théoréme 3.2. Soit f € L*(R) et g une fonction continue et bornée dans R. Alors, la
fonction f x g définie en tout point de R par la formule

(f*g)(z /frc— y)dyz/Rf(y)g(w—

est continue et bornée.
De plus, si les dérivées de g jusqu’a l'ordre p (p > 1) existent, sont continues et
bornées, alors il en est de méme pour f *g et on a

Ve [Lpl, (fxg)® = fx(g®).

Démonstration. Si g est continue et bornée sur R, alors

lfW)g(z =yl < fWIlglls,

(f * g)(x) est bien défini pour tout = € R et

[(Fxg) @) < [ fllzrllglloo-
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D’ou, f % g est bornée et
1 > glloc < [[fl[21119lloo-

Pour montrer la continuité de f x g en un point a € R, on considere (z,)nen suite de R
qui converge vers a et on applique le théoreme de la convergence dominée a

(f % 9)(n) = /R F@)g(@n —y) dy.

La fonction x € R — h(z) = f(y)g(z — y) est continue et donc f(y)g(zn —y) —
f(y)g(a — y) presque partout sur R. De plus, les fonctions & intégrer sont majorées en
valeur absolu par une fonction intégrable indépendante de n : | f(y)]]|g|lcc- On a donc

lim (f+9)(a) = [ fW)gla—v)dy = (£ *9)(@)

n—-+o0o

ce qui démontre la continuité de f x g.
Si g est de classe C! et ¢’ est bornée, alors la fonction z € R — h(z) = f(y)g(z — )
est dérivable, pour tout = € R,

et
h(@)] < [f@)IIl9 oo

qui est une fonction intégrable et indépendante de x. Par le théoreme de dérivation des
intégrales a parametres, on conclut que, pour tout « € R,

(F9)@) = [ F0)d/ (@ =9 dy = (f »g)(z).

Cette fonction est bornée et continue par les arguments utilisés dans la premiére partie
de cette démonstration en reemplacant g par ¢'.
Le cas des dérivées d’ordre supérieur s’obtient par récurrence. O

Théoréme 3.3. 1. Soient f € L'(R) et g € L*(R). Alors, (f*g)(x) est bien définie
presque partout. La fonction f x g appartient a L*(R) et

1 > gllez < ([ fllzllgll -

2. Soient f,g € L*(R). Alors, (f x g)(x) est bien définie pour tout x. La fonction
f * g est continue, bornée et tend vers 0 a linfini. De plus,

1 % glloo < £l 22llgll -
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Démonstration. 1. Par hypothese, |f |1/ 2 g € L*(R). En appliquant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz dans L?(R), on obtient

(9@ < [ 1f@ =) 21 =)o) dy

< \//R’f(x—y)‘dy\//R\f(x—y)Hg(y)’zdy
= Sl U1 9P @).

Donc, (f x g)(z) est bien définie pour presque partout z € R. En utilisant le
théoreme de Fubini, on a

159l = [ 1= 9)@ P de <t [ ([ 176 = wllo@w)dy) dz
s [ ([ 1#62 =)l do) la)P dy = 171l

et alors
1f*gllz <[ fllellglze-

2. Si f,g € L*(R), pour tout = € R, la fonction y +— f(x —y) est dans L?(R) et donc
(f xg)(z) est bien défini et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

[(fxg)(2)] < /R [f(@=y)llg(y)] dy < \//R\f(m —y)Pdyllgllze = [1 £l z2llgllz2 < +o0.

Par conséquent, f x g est bornée et ||f * glloo < || fllz2]l9]l L2

Soit (gn)nen une suite de fonctions dans C.(R) telle que g, — g dans L2. Par
I'inégalité précédente, on a

1f % gn = Fxglloe = 1 % (gn = 9)llco < (I fll2llgn — gl L2

et donc (f * gn)nen+ converge uniformément vers f x g dans R. Par le théoréme
3.2, les f % g, sont des fonctions continues bornées et par conséquent f x g ’est
aussi.

Pour ¢ > 0 fixé, soit ng € N tel que ||gn, — g/72 < m Comme gy, € C.(R), il
existe R > 0 tel que gp, = 0 sur R\] — R, R[. Alors,

(%)@ < 1 (9 = gu0) (@] + 17 * 900) )]
R
1712209 = gnolloe+ [ 1@ =)l w)] dy

IA

< lonle [ 15 -0l dy =5+ lgmle [ 15 d
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La fonction f est sommable sur R alors, il existe M > 0 tel que

r>M — / (2)|dz < ————
2|\ gnolloo

< —-M :>/ (2)]dz < ————.
2”gno||oo

Alors, si |z| > M on a |[(f % g)(x)| < 5. On conclut que

lim (f*g)(x)=0.

|z| =400

O

Remarque 3.1. Le produit de convolution se distingue du produit usuel de fonctions par
le fait qu’il n’existe pas d'unité dans L'(R) pour la convolution, c’est-a-dire, il n’existe

pas de fonction f € L'(R) telle que, pour tout g € L*(R), fxg = g.

Le théoréme suivant donne un procédé pour approcher une fonction intégrable quel-

conque f par des fonctions plus régulieres.

Théoréme 3.4. (Approzimation de lidentité) Soit h € L' (R) avec [ h(
On définit, pour n > 1,
hn(x) = nh(nx), x € R.
Alors
1. Si f € LY(R), alors f x h, converge vers f dans L*(R).
2. Si f € L2(R), alors f x hy, converge vers f dans L*(R).

x)dx = 1.

Démonstration. Nous allons montrer 1. On considére d’abord le cas ou f est continue et

nulle hors d’un intervalle | — R, R[ (R > 0). On a

(Fetn)@) = [ Fla = whay)dy=n [ fa—yh)dy = [ 1 (22 )n(z)d

n

Puisque [ f(z)h(z) dz =1 et en utilisant le théoreme de Fubini, on a

If % b — fll1 = / ((F 5 o) (@) — f(2)] dar <

fz-2) - 1)
fo=2)- 1@

(2)| dz dx

()] dz dz + / /
R J]z|>R+1

_//M1

=1+ I.

f <:1: - 2)‘ |h(2)|dx dz

Dans la seconde intégrale, la fonction & intégrer est nulle si | 2| < 1, c’est-a-dire si |z| < n.

On a donc

nef]
R J]z|>R+1

Fo=2) p@ldedz <1l [ welds -
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Dans la premiere intégrale, la fonction a intégrer est majorée par 2| f||oo|h(z)| qui est
intégrable sur [-R — 1, R 4+ 1] x R. Pour chaque (z,z) € [-R—1,R+ 1] x R,

(o= 2) - s

et donc, par le théoréme de la convergence dominée

h(z)] — 0

n—-+40o

lim Il =0.

n—-+o0o

On conclut que lim, || f * by — f]|l1 = 0.
Dans le cas général o f € L'(R), pour ¢ > 0 fixé, on trouve g € C.(R) telle que
|f —gllzr < §. D’aprés l'inégalité triangulaire, on a

1 % hn = flly < NI(f = 9) * hnlls + lg % hon = glls + llg = flIa

<|f =glplbnllpy + lg * hn = glls + lg = flla
2e
<=+ llgxhn =gl

D’apres la premiere partie de la démonstration, on peut trouver ng € N tel que

3
Vn>ng, |[gxh, —gli < 5

-3
et donc
Vn >mng, ||f*hy— fl1 <e.
Nous admettrons le résultat correspondant pour f € L?(R). O

Remarque 3.2. En un certain sens h,, — &y ¢ L'(R) (masse de Dirac en 0), “élément
neutre” du produit de convolution dans un espace adapté.

Ezemple 1. Soit h la fonction égale a 1 sur lintervalle [—1,0] et a 0 ailleurs. On a,
pour toute fonction f € LY(R),

Fria@ =2 [ 1wy

n

dont le membre de droite est la moyenne de f sur Uintervalle [z,z 4+ n]. Si f est une
fonction continue

(f % ha)(&) = ~(F(x +n) ~ F())

ou F' est une primitive de f et donc (f * hy,)(x) — f(x), pour chaque x. La conclusion
du théorémé est analogue : si f appartient & L' ou & L?, on a la convergence pour la
norme correspondante.

Ezemple 2. Soit h(x) = ﬁe“”z, pour z € R. Cette fonction est intégrable et de classe

C> dans R et d’intégrale 1. Par le théoréme précédent, si f € L'(R), fxh,, converge vers
f dans L', ou chacune de ces fonctions est de classe C* par le théoréme de dérivation
du produit de convolution (théoréme 3.2).
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Définition 3.1. Soit f : R — C wune fonction continue. On appelle support de f
ladhérence de louvert {x € R : f(x) # 0}. Le support de f est un fermé de R noté

supp f.

Proposition 3.2. Soient f,g : R — C deux fonctions continues et intégrables sur R.
Alors

supp(f * g) C supp f + suppg.

Si deux fonctions continues f et g sont a support compact, alors f x g est aussi a
support compact.

On rappelle que 'on note C.(R) l'espace des fonctions continues R — C. Plus
généralement, pour tout p > 1, on note CE(R) 'espace des fonctions R — C de classe
CP a support compact.

Lemme 3.1. Pour tout p > 1, lespace CE(R) est dense dans ’espace C.(R) muni de
la norme uniforme. Plus précisément : soit g € C.(R), il existe une suite de fonctions
gn € CP(R) telle que, pour tout n > 1,

1 1
19— gnlloo < — et suppg, Csuppg + By (0, n) -

Démonstration. On note h : R — [0, +o0[ la fonction définie sur | — 1, 1] par

22

h(z) = ae 1-22

et par zéro en dehors de | — 1, 1[. On choisit la constante a > 0 de sorte que ||h| ;1 = 1.
On vérifie que la fonction est de classe C*° sur R. Pour n > 1, on note

hn(z) = nh(nx).

La fonction h,, est de classe C*™ sur R, supp h, C [—1, ] et ||hnllpr = [|h]2 = 1.

n’n
Soit g € C.(R). On pose g, = g * hy, pour n > 1. Par les propriétés du produit de
convolution (théoréme 3.2), g, est de classe C* sur R et supp g, C suppg + [—l l].

Comme [ hp(z)dx =1, on a

9(2) = 9u(@) = [ (9(@) = (o = y)ha(y) dy

et donc

19(x) = gn(z)] < (Sup l9(z) —g(x—y)l) 1P| 1

1
|y|§;

< sup |g(z) — g(z —y)|.
ly|<d

—n

Le support de g étabt compact, par le théoréme de Heine, g est uniformément continue
sur R. On déduit de la majoration précédente que la suite (gy,),>1 converge uniformément
vers g. O
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La proposition suivante généralise la proposition 2.2 dans le cas de la dimension un
(et reste valable en dimension supérieur et en remplagant l’espace entier par une partie
ouverte).

Proposition 3.3. Pour tout p > 1, l’espace CP(R) est dense dans L*(R).

Démonstration. Soit f € L?(R) et € > 0. Par la densité de C.(R) dans L?(R), il existe
g € Cc(R) telle que || f — g2 < 5.

On note F' = supp g + B¢(0,1) qui est un compact de R (somme de deux compacts
de R). D’apres le résultat précédent, il existe g. € CP(R) dont le support est contenu
dans F' et telle que

9
_ < -
lg = gelloe = 5 e

ot mes(F') est la mesure de Lebesgue de F'. Ainsi

3
lg = gellr2 < 1lg — gelloollx Pl L2 < 3
Finalement
If = gellp2 <\ f —glle2 + llg — gell2 < e

3.2 Transformée de Fourier dans L'
3.2.1 Définition et propriétés

Définition 3.2. Pour f € L'(R), la transformée de Fourier de f est la fonction notée
f (ou F(f)), définie pour tout § € R par

fo) = [ f@e = da. ©)

L’intégrale définissant f est bien définie pour tout & € R puisque e ™% est de module
1 et f est intégrable.

Remarque 3.3. Il n’existe pas une définition unique de la trasformée de Fourier.
La définition que nous avons choisi est classique en analyse (voir [1]). D’autres au-
teurs, considérent f(£) = Jg f(z)e™ %™ dz. Les physiciens préférent souvent f =
\/% Jo f(x)e™ ™€ dx et les probabilistes f(&) = [p f(x)e™ dx. Ces choix sont motivés
par les différentes applications sspécifiques (préservation de certaines quantités) et n’af-
fectent pas les propriétés qualitatives de la transformée de Fourier.

Théoréme 3.5. (Riemann-Lebesgue) Soient f € L'(R) et f sa transformée de Fou-
rier. Alors
— La fonction f est bornée sur R et vérifie

1 lloo < 11£11-
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— La fonction f est continue sur R.
— limpg 100 f(§) = 0.

Ces propriétés sont fondamentales et lorsque nous calculons la transformée de Fourier
d’une fonction L', il est important de les vérifier (dans la mesure du possible). Si I'une
d’entre elles est mise en défaut, c’est qu’il y a une erreur de calcul!

Démonstration. La premiere propriété est évident : pour tout £ € R, on a

FO1< [ 1r@e = de = [ 17(@)|dz = |11
et done [|fl < [

La continuité de f est une conséquence du théoréeme de la continuité sous l'intégra-
tion. Soit f € L'(R) et € > 0 fixés. Il existe K > 0 tel que

&
[ W<

Alors, pour tous t,s € R,

F6) = F(9)] < /MSK (7™ —e7) f(a) de| + /|K (7™ —e7) f(a) du
< /WK (e — e7i5%) f(a) de| +2 M@l
< /x|<z< et — et | ()] du + .

L’application continue g, : t € R + g,(t) = e %* est uniformément continue pour

x € [-K, K|, c’est-a-dire

3

20 £l

36=06(fe) >0: [t—s| <6 = |e T — i) <

Donc, si |t —s| <, on a
[f(t) = f(s) <e
ce qui établit la continuité de la transformée de Fourier de la fonction f.

Finalement, montrons que f tend vers 0 & linfini (Lemme 2.1). Comme et = —1,
en utilisant le changement de variable y = x — %, pour £ # 0, on obtient

f(§) = /Rf(:c)e*ixf dr = —/Rf(m)efi(‘%%)&d:c — /Rf (y + 7;) e WE dy.

En prenant la moyenne des deux expressions de f (£), il vient

for =3 [ (1@ = £ (s+%)) e
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Puisque f € L(R), pour ¢ > 0 fixé, il existe K > 0 et My > 0 tels que, si [¢| > M alors
2

[l s (e D)esad < [ (el (e D a2 o

Si l'on sait de plus que f est uniformément continue sur [—K, K| alors, on aurait ;

s T g
36> 0: Va € [-K, K], 5’35 — ’f(x)—f<x+€>‘ <2
Alors, si || > max{M, 5}, on a
fQl<s<e

Or nous savons seulement que f € L!'(R) ce qui n’implique aucune continuité. On se ra-
mene au cas d’une fonction uniformément continue par densité. On sait que C'([—K, K])
est dense dans L!([- K, K]). Ainsi, pour K > 0 fixé, pour f € L}([—(K + 1), K +1],C),
il existe une suite (fy)neny d’éléments de C([—(K + 1), K + 1], C) telle que

1 = fullor -esny ey 572, O

Pour £ > 0 fixé, on choisit K > 0 tel que (10) et ng € N tel que, pour tout n > ng,

€
1f = fallor (=g 41).541)) < 3

On a, pour n > ng et || > max{Mo, 7},

fel=|; [ (s -1 (s+ 7)) ean

<5+ feu f0 =1 (4 )] @

< % * ;/pch ’(f ~ )@ = (= ) <x " z)‘ ot ;/|x|§f< o) = (m " D’ "

. §+ ;/W( ((f_ £)@)] + ‘(f— £a) <x+ §>D daz+% ek ‘fn(x) — fn <x+ g)‘ dz
< § + %QIIf = fallor ey g + % /|x|<K Inle) = In (x * g)‘ o

Sy Jp@ (e §)]

Or f,, est uniformément continue sur [—K, K| et comme précédemment,

Fal) = fn (x+”)‘ < 3%

36>0: Vo e [-K, K], ¢

<§ =

: ‘

D’ou, si [¢] > max{r, 5§, Mo(}, on a
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Remarque 3.4. Le schéma de la preuve pour la propriété de Riemann-Lebesgue per-
met également d’établir le résultat suivant : Soit f € L*(R). On considére ’opérateur
translation 7y, : LY (R) — LY(R) défini par

(f)(z) = f(x —h), x € R. (11)
Alors,

I = ()l —3 0.

Ce qui établit la continuité des translations dans I’espace L(R).

Remarque 3.5. Nous pouvons donner une version plus courte de cette démonstration.
Pour montrer la continuité de f, il suffit d’utiliser le théoreme de convergence domi-
née. Pour £ € R fixé, soit (&, )nen telle que &, — £. On écrit alors

(€)= FO =| [ 1) (7 = ) da

< [1r@lfessr - e o

. On a, pour presque tout z € R,

Pour n € N, on pose g,(x) = |f(z)] ‘e*”g” — e~iag

gn = 0 et |gn(z)| < 2|f(x)]

et f € L*(R). Ainsi, par le théoréme de convergence dominée, on a |f(&,) — f(€)| —= 0.
n

Pour montrer la propriété de Riemann-Lebesgue, en utilisant la continuité des trans-
lactions dans I'espace L!(R), il suffit alors d’écrire :

fel=5|[ (r@ -1 (z+F)) e

=3[ (f@) -2 (@) da
<5 L@ -7z (@) ar
= 2~z (Dl

—
¢ |€]—+o0

FExemple - Fonction caractéristique d’un intervalle.
Si X|a,5 désigne la fonction caratéristique de I'intervalle [a, b], on a, pour tout £ € R*,

— b . 6_7:'1‘5 b
X[ab)(€) = / e " dy = [— ]

i€
_ e—ial _ —ib¢ _ ikt ot i5hE _ p—it5ee
3 3
_ e_iaTerngin(b_T“g)
§
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et X (0) = b—a.

Ezxemple - Fxponentielles décroissantes.
Pour a > 0, considérons les fonctions H(z)e et e=@#l en notant H la fonction
d’Heaviside (c’est-a-dire la fonction caractéristique de RT). On a

—Qx

— 1 — 2

(H(x)em®)(§) = at it (emelel)(¢) = P )

< . . : . e
Sur cet exemple, on remarque un phénomeéne important : plus une fonction est réguliere,
plus sa transformée de Fourier est décroissante a I’infini. Ici, la premiere fonction a une
discontinuité tandis que la sseconde est continue mais a une dérivée discontinue. On voit
que la transformée de Fourier de la premiere décroit en % alors que celle de la seconde

fonction décroit en gig
Ezxemple - Fonctions Gaussiennes.
Pour a > 0, on a

— T 52

(=) (€) = /e 5.

(07

Ezxemple - Fractions rationnelles.
Pour a > 0, on a

200

m)(ﬁ) = 2me ™.

(

3.2.2 Inversion et injectivité de la transformée de Fourier

Nous montrons que sous certaines hypotheses on peut retrouver la fonction a partir
de sa transformée de Fourier. Pour g € L'(R), on note § ou F(g) la fonction définie par

(@) = [ g€)e e
Théoréme 3.6. (Formule d’inversion) Si f € L'(R) telle que f € L'(R) alors

f(x) = J?( 277/ f ”g d¢ presque partout sur R. (12)

1
27
Démonstration. La valeur en z de droite de (12) s’écrit 5= [ (fR e @Y £(y) dy) d¢

mais il est impossible d’appliquer le théoréme de Fubini, la fonction a intégrer n’étant
2

£
pas sommable dans R. Nous allons la multiplier par la fonction e T qui tend vers 1
quand € — 0 et évaluer de deux manieres différentes 'intégrale.

On pose
_ i(e—y)E -2
I(z) o //Rze e " T f(y)dydE.
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Le théoreme de Fubini est applicable et on obtient, en intégrant d’abord par rapport a

Y
1

T2

I.(x) /]Re”ge‘*ff(@ds.

Pour tout € > 0, on a
. 282 . A
e T F(©] < 1F(©)]

ou f € LY (R) et 6”56752%]“(&) Ho e f(€), presque partout sur R. Alors, par le
E—r

théoreme de convergence dominée

lim I, (z) = % /R ¢ () de.

e—0

Si d’autre part, dans I'expression de I.(x) on intégre d’abord en &, on obtient

1 (rey)e —e2E
L) = 5o [ ) ([ 5 dg) dy = [ 1)Galo — ) dy = Gox £(2)
T JR R R
on 1 2 1 1 2
Ge(2) = o /Reizge_ez% d§ = - F(e™7)(=2) = 5[ 2
avec o = %. Donc,
1 z 1 _,
Ge(z) = gGl <€> avec G1(z) = ﬁe .

On remarque que la fonction G est d’intégrale 1 et donc, la famille Gy, pour n € N*,
est une approximation de 'identité. Le théoreme 3.4 (approximation de 'identité) assure
que

1 1/n = fllor = G f = fllgr — 0.

Alors, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que
I /4(ny = | presque partout sur R.

Par I'unicité de limite ponctuelle, on conclut que

1

= —/ ei”fff(g) d¢ pour presque tout z € R.
27 Jr

f(=)
O

Remarque 3.6. D’apres le théoreme 3.5, si f est sommable alors f est continue et tend
vers 0 & D’infini.

On voit donc que les hypotheses du théoréme d’inversion ne peuvent étre remplies
que si f est (égale presque partout) a une fonction continue tendant vers 0 a l'infini.

Du théoréme précédent, nous obtenons l'injectivité de la transformation de Fourier.
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A~

Corollaire 3.1. Si g,h € L'(R) sont telles que §, he L'(R) et § = h presque partout,
alors g = h presque partout.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréeme 3.6 & f = g — h. On a f —h=0
presque partout et donc f = 0 presque partout par la formule d’inversion. ]
Remarque 3.7. Le résultat plus général reste vrai : si f € L'(R) est telle que ef=0
presque partout, alors f = 0 presque partout. Si g,h € L'(R) sont telles que § = h

presque partout, alors g = h presque partout.

3.2.3 Propriétés fondamentales

La transformée de Fourier transforme le produit de convolution en produit de la
transformée de Fourier. Ce résultat sera fondamental dans plusieurs applications.

Théoréme 3.7. Soient f,g € L*(R). Alors
frg=1g

Remarque 3.8. En utilisant la formule d’inversion de Fourier, on peut exprimer la
transformée de Fourier d’un produit a partir du produit de convolution des transformées
de Fourier. Supposons que f,h € L*(R) et on pose g = h. On a alors que g est continue
et bornée et donc fg € L*(R). D’autre part, le produit de convolution de h € L'(R) et
de f (fonction continue bornée) est défini par le théoréme 3.2. On a

= /Rf(a:)g(x)efm5 dx = /Rf(az) (/R h(t)e'® dt) e~ dg.

La fonction a intégrer a pour module |f(x)h(t)| qui est sommable dans R%. Par le théo-
reme de Fubini, pour tout £ € R, on a

(f9)(©) / (/f Je~ (&=t dx) dt = /h E—t)dt = f*h(¢).

Nous allons ennoncer des propriétés fondamentales de la transformée de Fourier de
'espace du signal (fonction f) vers celui des fréquences (fonction f). Soit f € L'(R).

Translation. Soit A € R. On considére 'opérateur de translation 75, défini en (11).
On a bien 7,f € L'(R) et, en faisant le changement de variable z = z — h, on a

Thf(f) / nf(x)e " dx = /Rf(l’ — h)e " dy = /]Rf(z)e*i(”h)5 dz
=e (6.

On remarque qu’une translation dans I’espace du signal a induit un déphasage en variable
de Fourier (multiplication par une exponentielle complexe).
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Modulation. Pour h € R, on introduit I'application ¢ : R — C par ¢p(z) =
f(z)e?®. On a bien @), € L'(R) et

/goh —iat dx:/f(a:)efi(gfh)w dx
R

= f(& ).

Ainsi la multiplication par une phase de la fonction initiale induit une translation en la
variable de Fourier.

Homothétie (dilatation). Pour A > 0, on considere gy(z) = f(5). On a bien
gr € L'(R) et, en faisant le changemet de variable 2 = Az, on a

/QA o dy = /Rf (i) e dy = )\/Rf(z)e_”)‘g dz

= Af(N).

Conjugaison. Si l'on désigne f la conjuguée de f et que 'on définit h(z) = f(—=x),
on a bien f,h € L*(R) et

1O = [ f@eda = [ f@yetds = f(=¢)
= /Rh(a:)efmg dx = /]RM(TM£ de = /Rmeiy5 dy = /Rf(y)e_iyg dy = f(€).

De ces derniéres propriétés, on en déduit les suivantes.

Proposition 3.4. Soit f € L'(R). On a les cas particuliers suivants :
— Si f est réelle, alors f posséde la symétrie hermitienne, c’est-a-dire

VEER, f(=¢) = f(©).

— Si f posséde la symétrie hermitienne, alors f est réelle.
— Si f est paire, alors f est paire et

R +oo
VEeR flO =2 [ cosa)f(a)da.
0
— Si f est impaire, alors f est impaire et
R +oo
VEER, f(¢) = —2i/0 sin(z¢) f () d.

— Si f est réelle et paire, il en est de méme de f
— Si f est réelle et impaire, alors f est imaginaire pure et impaire.
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Démonstration. Soit f € L'(R) paire. Alors, en posant y = —x,

() =/_0 flx _mfdstr/ Je " da

= / f(=z)e i du + / F(@)e " do
+o00 .
= / 1y5 dy + / *”05 dx

_/0 fz) (e 4 e mg)daz—Q/Jroocos (x€) f(z) dz.

Soit f € L'(R) impaire. Alors, en posant y = —x dans la premiére intégrale,

= /0 f(z)e ™ da + /+OO f(x)e ™ dx
—o0 0

— /O f(=z)e ™ da + /+OO f(x)e ™ da

+oo .
_ _/ zy§ dy+/ —za:f dr

= /+oo (—e 4+ 78 dp = —24 /+oo sin(z€) f(z) dz.
0

3.2.4 Transformée de Fourier et dérivation

On s’intéresse ici au lien entre une fonction, ses dérivées lorsqu’elles existent et vé-
rifient certaines propriétés d’intégrabilité, et la transformée de Fourier. Ces relations
seront utiles lorsque l'on utilisera la transformée de Fourier pour résoudre des équa-
tions différentielles ou partielles mais aussi pour obtenir des équations différentielles
ordinaires satisfaites par la transformée de Fourier (comme dans I’exemple des fonctions
gaussiennes).

Proposition 3.5. (Dérivée de la transformée de Fourier) Soit f € L'(R) telle
que la fonction g : R — C définie par g(x) = —ixf(x) appartienne aussi ¢ L'(R)
(c’est-a-dire, [p|x||f(x)|dz < +o0). Alors, [ est dérivable et (f)'(§) = §(&).

Démonstration. Soit & € R fixé. On va d’abord écrire, pour h € R donné, le taux de
variation

£ h) — £ e—i(§+h)z _ ik ) e~ tha _
€+ })l f(&) :/R . f(x)dx:/Re_l& (h 1) f(z)dz

Pour presque tout x € R :

e ik <6_ih2 — 1) fz) — —ize %2 f(x)

h—0
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et

—ihx __ 1

) efihm_ ;
‘§< — )f(:c)— b @l = | [ et an1760)

< [a]|f(z)| = |g(x)| € L'(R)

e

ott I'on a utilisé le théoréme fondamental de I'analyse : si ¢(t) = e t € [0,1], on a
écrit . .
e”hT _ 1 = ¢(1) — $(0) = / ¢ (t)dt = —i / xhe M qt.
0 0

Par le théoreme de convergence dominée, on a

(Y(€) = tim 1€ = 1(©)

h—0 h

= [ (miaf(@)e e dn = 5(6)
L]

Remarque 3.9. On note que l'intégrabilité de la fonction f, c’est-a-dire la condition
Jz |z|| f(z)| dx < 400, donne la régularité sur la transformée de Fourier. Comme (f)" = §
ott g € L'(R), par le théoréme de Riemann-Lebesgue 3.5, la transformée de Fourier de

f est de classe C! (sa dérivée est une fonction continue).
On peut généraliser ce résultat par récurrence.

Corollaire 3.2. Soient p € N* et f € L'(R) telle que [ |x[P|f(z)| dz < +oo. Alors, f
est de classe CP.

Proposition 3.6. (Transformée de Fourier de la dérivée) Soit f € L*(R)NC*(R)
telle que f' € L'(R). Alors, pour tout £ € R,

(f)(€) = icf(€).

Ce résultat est fondamental. Sous les hypotheses de la proposition, la transformée de
Fourier remplace la dérivation par la multiplication par i§ (symbole de l'opérateur de
dérivation).

Démonstration. Comme f, f' € L*(R), on a

+oo

@) =1+ [ rod — 10+ [ rod

ce qui montre que f admet des limites finies lorsque © — 4o00. Ces limites sont nulles,
car autrement on aurait [72° | f(x)| = +oc ce qui n’est pas le cas si f est sommable.
Comme f’' € L'(R), par la définition de transformée de Fourier,

— ) M 4
(f/)(é-) = /R,]CI(CC)eim5 dr = lim /_M f/(m)efzxf dz.

M—+o00
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En intégrant par parties, on obtient

@(5)=Mgrgm([f< R e —“%)

= lim (f(M)fiMf e i [0 jes dx)

M —+0c0
Pour tout M > 0et £ € R,

|f(M)e™ ™M — f(=M)e™ME| < | F(M)| + |f(=M)| — 0.

M—+o00
D’autre part, par le théoréeme de convergence dominée,
M ot .
i . ix _ .
Jim i [ @€ dn = igf(e)
On en conclut que (f\’)(é) =it f(€). O

Remarque 3.10. Comme f’ € L'(R), par la propriété de Riemann-Lebesgue (théoréme
3.5), on a

(P = E17(E)] = o). Il = +00 <= /(€] =0 g) . Il = +o0
fe)l=

<~ lim ||| f( 0.
“+o0o

&l—

Ici o(-) désigne la notation de Landau usuelle, ¢’est-a-dire pour deux fonctions positives
b, 0, ¢(x) = o(¢(x)) lorsque |z| — +o0 < limx_>+oo% = 0. En particulier,

\(fﬁ)(ﬁ)\ = o(1), |{] — +o0, traduit que cette quantité tend vers 0 lorsque |{| tend vers
+00.

Cette proposition d’étend par récurrence.

Corollaire 3.3. Soient p € N* et f € L'(R) N CP(R) telle que f(™ € LY(R), pour tout
m € [1,p]. Alors, pour tout £ € R et m € [1,p],

—

(Fm)(€) = (@)™ f(€) et lim [gP|f(€) = 0.
|€]—+4o0

Les deux propositions et corollaires précédentes indiquent que la transformation de
Fourier échange la régularité et la décroissance a l'infini. Une fonction tres réguliere
(ayant beaucoup de dérivées dans L!) aura une transformée de Fourier treés petite a
Pinfini. D’autre part, une fonction tres petite a l'infini (telle qu’elle reste sommable apres
multiplication par des polynomes dee degré élevé) aura une transformée de Fourier tres
réguliere.
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3.3 Applications de la transformée de Fourier

La transformée de Fourier intervient dans des nombreuses applications. Nous nous
intéressons ici par celle qui avait motivé son introduction : la résolution de ’équation de
la chaleur.

3.3.1 Equation elliptique

On considere I’équation différentielle linéaire d’ordre 2 non homogene :
—u"+u=f (13)

ou la source f est une fonction donnée. Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe
une unique solution de (13) et donnée initiale u(0) = xo et u/(0) = yo. Si Pon pose

X = <S, I’équation (13) peut se réécrire comme

, 0 T 0 1
X :AX+<_f>,X(O):<y§>,A:<1 o)'

L’exponentielle de la matrice A est :

th Ak
eAt _

- |
o k!

On vérifie facilement que A% = I, et A%**1 = A, pour tout k € N, ou I, est la matrice
identité de R?. Ainsi, pour tout t > 0,

A tQkAZk: 252l€-i-1A2l<:-‘1-1 t2k: 252k-‘r1

=2 it

= +y — ——— A = cosh(t)I+sinh(t) A.
= (2k)! = (2k 4+ 1)! = (2k)! o (2k 4+ 1)!

La solution s’écrit alors :
At b oagsy [ 0 d
X(t)=eMX(0 +/ e\ s s. 14
) =X+ [ e (14)

Sous des conditions appropriées, on peut résoudre 1’équation (13) en variable de
Fourier. Supposons que f € L'(R) N CY(R) et u € C?(R) est une solution de (13) telle
que u,u',u"” € L'(R). En appliquant la proposition 3.6, on a, pour tout ¢ € R,

u(€) = —igu' (€) = (i€)*a(€) = ~€%a(¢).

Alors, en variable de Fourier, ’équation s’écrit

(E+1)a(f) = f(§) <« a(¢) = HOELIGHS
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ou ¢(z) = %e"fﬂ', x € R. Par le théoréme 3.7, on conclut que

—

() = o * f(§)

De plus, R R R
[a(&)] < oI flloc < () fI 1

et donc @ € L'(R). Alors, par le corollaire du théoréme d’inversion 3.6, on a
1 [ .
ule) = o+ f@) = [ o@—u)fw)dy =5 [ @) dy.

On peut montrer que cette expression définit bien une fonction de classe C? (si f €
LY(R) N CL(R)).

3.3.2 Equation de la chaleur

En dimension 1 de lespace, la température u(t, x) au point x et a l'instant ¢ dans
un corps conducteur de chaleur obéit a I’équation suivante (en égalant a 1 les contantes
physiques et en supposant le corps parfaitement isolé)

ou  0%u
=T (15)
ot Ox?

Cette équation est une équation auz dérivées partielles (EDP) car elle fait intervenir les

dérivées par rapport au temps ¢ et a ’espace =x.

Le probleme de Cauchy pour I’équation homogene consiste & trouver une fonction

u(t, x) définie sur [0, +o00[xR vérifiant

0 9?2

%(1,2) = £4(t,2), (1,2) €0, +o0[xR 16)

U(0,$) = g(.’l)), zeR

ou g est une fonction donnée dans R, continue et sommable.

La transformée de Fourier va permettre de transformer 'EDP de la chaleur en une
EDO facile a résoudre.

Supposons que u est une solution de (17) de classe C?, dont les dérivées partielles
en x jusqu’a l'ordre 2 sont, pour chaque valeur de ¢, sommables dans R. On suppose
de plus, pour t, les fonctions %";(t, x) sont majorées en module par une fonction h(x),

sommable dans R. On définit @ = F,(u) la transformée de Fourier partielle (en z) de w :
u(t, &) = / u(t, z)e " da.
R
En appliquant la proposition 3.6, a t fixé, on a fx(%)(f) = i6Fz(u)(§) et

7
0x2

(€) = (i€)*a(€) = —€*a(9).
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Par le théoréme de dérivation d’une intégrale a parametre, on a
o1 0 » ou - ou
—(t,8) == ta)e dr ) = | = (t,x)e  dx = Fpl—
5 00 = o ([t an) = [ St o)+ o= 7))

car (t r)e | = \ i (t,2)] < h(z) qui est sommable dans R.
En écrivant l’egahte des trasformées de Fourier partielles de (17), on obtient

(2 +&2)a(t,€) =0, (t,€) €]0, +0o[xR

On obtient alors ,
a(t, &) = g(&e ™.

Comme g € L'(R), § € L®(R) et le membre de droite est donc sommable. En appliquant
la formule d’inversion de Fourier (théoréme 3.6), on a

1 ) 1 .
u(t,r) = %/}Rﬂ(t,f)emﬁ d¢ = %/Rg(g)e—tf " g .

2
||

Si l'on pose Gi(x) = ﬁe‘Tt, on sait que G¢(§) = ¢~ et donc

alt, €) = (€)™ = §(E)Gi(€) = Fulg * Go)(€).

Les deux fonctions sommables u(t, ) et Gy x g ont la méme transformée de Fourier. Elles
sont donc égales presque partout et la solution u est donnée par

u(t, z) = (Gt x g)(E)- (18)
La formule (18) fournit une solution de (17) sous des hypotheses trés faibles.
Proposition 3.7. Si g € LY(R), alors la fonction u(t,x) donnée par

_lz—y|? y\Q

ut.a) = Gix9)(©) = = [ T gl dy

est de classe C* sur |0, +oo[xR et vérifie l’équation de la chaleur (17). De plus,

V20, Jut, )l < llgllzr, limlu(t, ) =gl = 0.

3.4 Transformée de Fourier dans >

Nous allons étendre aux fonctions de carré sommable la définition de la transforma-
tion de Fourier. Celle-ci ne sera plus définie par une intégrale, et nous utiliserons un
procédé d’approximation dans I’espace L2.

Lemme 3.2. Soient f,g € L'(R) telles que f.ge L'(R). Alors, les fonctions f, g, f,g¢€
L*(R) et on a
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1. (f | §)p2 = 2n(f | g)12 (identité de polarisation),

2. | fllz2 = V2r| fllz2 (identité de Plancherel).
Démonstration. D’apres la formule d’inversion (théoreme 3.6), chacune des fonctions
f, g, f, g est la transformée de Fourier d’'une fonction sommable et est donc bornée

(théoreme 3.5). Ces fonctions sont sommables et bornées, alors par la proposition 3.1,
elles sont de carré sommable. On a

[ t@terds = o [ ([ fe)e de ) gt s

La fonction |f(€)e™€g(x)| est d’intégrale finie sur R2, alors par le théoréme de Fubini,
on a

(o =5 [ Fo) ( / g@etdo) ds = o [ F©)( [ gtarersear) de

— o | FOFE@ g = 5(F | 9

Lemme 3.3. Soient f,g € L'(R) N L2(R). Alors, f,§ € L*(R) et on a
1. (f 1 9)p2 =27(f | g)12 (identité de polarisation,),
2. 1 fll2 = V27| f|l 12 (identité de Plancherel).

1 —a?

Démonstration. On considere la fonction h(x) = 7=¢" qui est d’intégrale 1 sur R et

on considere 'approximation de lidentité h,(z) = nh(nz), n € N*. Par le théoréme 3.4,
les fonctions f % h,, appartiennent & L'(R) N L?(R) et convergent vers f & la fois dans
L' et dans L2. On pose f, = f * hy, et gn = g * hy,.
D’apres le théoréeme 3.7, -
fn:f*hn:fhm

A _ A 2 —
ou f est bornée et h, (&) = h(&) = e~ et donc fn € LY(R). On a de méme g, € L*(R).
En appliquant le lemme 3.2, on obtient

SUp [ Fip = Fallze = \/ﬂzlelg fntp = Fulle — 0.

peN

La suite (f,)nen- est de Cauchy dans L2(R) et donc, elle converge vers une fonction
¢ dans L%(R). De plus, il existe une sous-suite ( T n))neN* qui converge vers ¢ presque

partout. D’autre part, comme f,, — f dans L', on sait que fn — f uniformément et donc
ponctuellement. Par I'unicité de limite presque partout, on a f © presque partout.
Par cet argument, on conclut que f,§ € L?(R) et que

I frn = fllL2 noth 0 et [|gn—3ll2 WS 0.
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En appliquant a nouveau le lemme 3.2, pour tout n € N*, on a

(Fa | Gn)re = 27(fn | gn)r2-

En passant a la limite lorsque n — 400 et par la continuité du produit scalaire, on
obtient

(f1 82 =2n(f | 92
O

Théoréme 3.8. (Transformée de Fourier dans L?)

Soit f € L*(R). Pour tout suite (fn)nen d’éléments de LY(R) N L%(R) qui converge
vers f en moyenne quadratique, la suite (fn)nen converge en moyenne quadratique. La
limite ne dépend pas (d égalité presque partout) de la suite (fn)nen choisie, on la note
F(f) et on Uappelle la transformée de Fourier-Plancherel de f.

L’application f — \/%}"(f) est linéaire, bijective et isométrique de L?(R) sur lui-

A s . . . 1 =
méme. L’application inverse est ﬁ}-'
Démonstration. Soit f € L*(R). Il existe des suites (f,)nen d’éléments de L!(R) N L%(R)
qui convergent vers f en moyenne quadratique. Il suffit de considérer, pour chaque n € N,
fu(x) = f(2) si |z] < net f(x) =0 sinon. Si 'on choisit g, = hy, % fy, avec h,, comme
dans le lemme précédent, on a (g, )nen suite d’éléments de L'(R) N L?(R) qui converge
vers f en moyenne quadratique et telle que g, € L'(R).

En appliquant 'identité de polarisation, on a

—_— —~
sup || foap — fullr2 = V2msup || fogp — fullrz —> 0.
pEN pEN n—+00

La suite (ﬁ)nEN est de Cauchy dans L?(R) et elle converge en moyenne quadratique
vers un certain élément de L?(R) que I'on notera F(f). Si (¢n)nen est une autre suite
d’éléments de L'(R) N L?(R) qui converge vers f en moyenne quadratique, le méme
argument montre que la suite (&, )nen converge vers un certain élément ¢ € L?(R). En
appliquant 'identité de Plancherel, on a

IF() = ¢llze = lim_[Fa = @allze =2 T [fa = gallze =0

et donc F(f) = ¢ presque partout.
Soient f,g € L?(R) et soient (f,)nen et (gn)nen deux suites d’éléments de L!'(R) N
Lz(R) qui convergent vers f et g, respectivement, en moyenne quadratique. On a

(F(F) | F(@)pz = lm (fulga)pz =27 lim (fo| gn)rz = 2n(f | 9)12

—+00 +oo

Donc @ : L?(R) — L?(R) définie par ®(f) = \/%}"(f) est une isométrie.

Soit g € L2(R). 1l existe (gn)nen suite d’éléments de L'(R) N L?(R) telle que

lgn — 9l 2 njoo 0 et g, € Ll(R),
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ou
() = gu(— /g )& de
(tfansformée de Fourier inverse). Comme précédemment, on montre que la a suite
(F(gn))nen converge en moyenne quadratique vers une limite qui ne dépend pas de
la suite (gn)nen. On la note F(g).
Montrons que, pour tout f € L?(R);

1 -

2—]—“ o F(f)=F.

T

Soit (fn)nen suite de L' (R) N L2(R) telle que || fn — f]| 12 — Oet fn € LY(R). Alors,
fn € L2(R) et

hm ||fn —F(H)llz2=0 et hm ||fn FoF(f)|lz =0.
Or par le théoréme d’inversion 3.6

fn = 27 f, presque partout sur R.

Par I'unicité de limite dans L? (R) on conclut que FoF(f) =2rf.
; ?onc les applications f — r]: et f— r]: sont bijectives et inverses 'une c{lje
autre.

Remarque 3.11. Si f € L?(R) mais f ¢ L'(R) alors, pour tout & € R, la fonction
z +— f(x)e ¢ n'est pas sommable et la formule intégrable (9) n’est pas valable. La
seule méthode pour déterminer F(f) est de déterminer une suite (f,)nen d’éléments de
LY(R)N L?(R) qui converge en moyenne quadratique vers f et ensuite, calculer la limite
en moyenne quadratique de la suite (ﬁ)neN (ou les fn se calculent par la formule 9)).

Néanmoins, on peut souvent se ramener a un calcul d’intégrales semi-convergentes.

Théoréme 3.9. Soit f € L2(R) et supposons que, pour presque tout & € R,

li — dr = o(€).
plm ngf(x)e = ()

Alors, on a F(f)(&) = ¢(§) presque partout.

Démonstration. Pour R > 0, on considere fr(z) = f(x) si |z] < R et fr(x) = 0 sinon.
Alors, fr € LY(R)N L2(R) et || fr — fll12 —> 0. Donc,

i [|Fa = F()l 2 =0,

On peut trouver une suite (Ry,),en qui tend vers +oo lorsque n — +oo telle que f/R\n —
F(f) presque partout. Alors, par ’hypothese, on conclut que F(f) = ¢ presque partout.
]
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Remarque 3.12. Nous pouvons montrer également que si g € L?(R) et, pour presque
tout x € R,

lim g(€)e™™ d§ = ().

R—+o00 |€EI<R
Alors, on a F(g)(x) = ¢(x) presque partout.
Ezxemple. Soit a > 0. La fonction sinus cardinal :

sin(ax)

fz) =

T

appartient & L?(R) mais pas a L'(R). On peut calculer sa transformée Fourier par deux
méthodes :

1. En utilisant la méthode ci-dessus et le fait que limpg 1 fOR Si;gc dr = 3.

2. En utilisant la transformée de Fourier de la fonction caractéristique x|_, ) et le
fait que F et %]:" sont inverses 'une de 'autre.

Par les deux méthodes, on doit trouver

Jr(f) = TX[-a,a]"

Les propriétés de la transformation de Fourier s’étendent & L?. Toutes les propriétés
de symétrie, de transformation par translaction et par dilatation vues pour les fonctions
sommables sont valables telles quelles.

Proposition 3.8. Soit f de classe C' dans R telle que f et f' soient de carré sommable.
Alors, pour tout £ € R,

F(f)(§) = i&F (f)(&)-

Il n’y a pas d’analogue de la proposition 3.5. Si f et z — xzf(x) sont de carré
intégrable, il n’est pas toujours vrai que F est de classe C'.

Théoréme 3.10. Soient f € LY(R) et g € L*(R). Alors, pour tout £ € R, on a
F(fx9)(©) = [(©)F(9)(©).

Nous vérifions que les deux membres définissent des éléments de L'(R). Si f € L'(R)
et g € L*>(R), par le théoréme 3.3, f x g € L(R) et sa transformée de Fourier F(f x g)
est définie et dans L2(R). Au membre de droite, on a le produit ordinaire de F(g) qui
appartient & L?(R) par la fonction f qui est bornée, ce qui donne un élément de L?(R).

Théoréme 3.11. Soient f,g € L?(R). Alors, pour tout £ € R, on a

—~

fo = 5-F()* Fla).

Au membre de gauche, fg € L'(R) et sa transformée de Fourier E est continue,
bornée et tend vers 0 a l'infini. Au membre de droite, on a le produit de convolution de
deux élémens de L?(R) qui d’apres le théoréme 3.3 est continue, bornée et tend vers 0 &
I'infini.
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3.5 La transformée de Fourier multi-dimensional

La notion de transformée de Fourier s’étend naturellement au cas multi-dimensional.
Soit d € N*. De fagon naturelle, pour

f e LYRY = {f: R? — C mesurable : /d |f(z)|dz < 400}
R
on définit la transformée de Fourier multi-dimensionnelle par
f&) = [ J@)e 9 dz, ¢ € RY (19)

ou (- | -) désigne le produit scalaire euclidien de R?. 11 est fondamental pour les applica-
tions, qu’elles soient en physique (équations de la chaleur et des ondes) ou en probabilités
et statistiques, de considérer le cas multi-dimensionel.

Les résultats énoncés précédemment s’étendent naturellement au cas multi-dimensional.
Le théoreme 3.6 s’écrit dans ce cas :

Théoréme 3.12. Si f e L'(RY) telle que f € L*(R?) alors

X 1
F@) = Gy @) = g

@ ) / f(f)eix5 d¢ presque partout sur RY.

Le résultat suivant, généralise la proposition 3.5 au cas multi-dimensionnel et, établit
une relation entre la décroissante a 'infini de f et la régularité de f.

Proposition 3.9. Soit f € L'(RY) telle que |z|f € L'(RY), c’est-d-dire
/d f(2)dz < 400 et Vi=1,....d, / 12,11 £(2)] dz < 400
R R

alors f € CY(RY) et, pour tout j =1,...,d,

A

T(© = =i [ i (@)e " do = ~ila; F)(©).
Plus généralement, pour p > 1, si (1+ |z|P)f € L*(RY) alors f € CP(RY).

Le résultat suivant, généralise la proposition 3.6 au cas multi-dimensionnel et, établit
une relation entre la régularité de f et la décroissante a l'infini de f.

Proposition 3.10. Soit f € L'(R?) N CY(RY) telle que, pour tout j = 1,...,d, aanj €
LY(R%). Alors, pour tout £ € RY,

L= [ sl ar = ig;f(o).

Ox;j 4 0x;

Plus généralement, pour p > 1, si L'(R%) N CP(RY) et toutes les dérivées partielles de f
de f jusqu’a lordre p appartiennent ¢ L*(R?) alors

lim [¢Pf(€) =0

€] =00
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Le prolongement de la transformée de Fourier & l'espace L?(R?) se fera de facon
similaire au cas unidimensionnel.

Théoréme 3.13. Les applications f € L'(R?) — fetge L'RY) — g s’étendent en

des applications linéaires et bijectives de LZ(Rd) dans lui-méme, notées F et F, respec-

tivement. L’application f +— Wf(f) est isométrique et son inverse est W?.
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