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1 Espaces de Hilbert
Ce chapitre est consacré à une classe d’espaces vectoriels normés particulièment im-

portante tant du point de vue théorique que de celui des applications.
On considère E espace vectoriel sur K = R ou C.

1.1 Espaces pré-hilbertiens

Définition 1.1. On appelle produit scalaire sur E toute application 〈· | ·〉 : E×E −→ K
telle que :

1. Pour tout y ∈ E, l’application 〈· | y〉 : E −→ K définie par x 7→ 〈x | y〉 est
linéaire,

2. (a) si K = R, ∀x, y ∈ E, 〈y | x〉 = 〈x | y〉 (symétrie),
(b) si K = C, ∀x, y ∈ E, 〈y | x〉 = 〈x | y〉 (antisymétrie),

3. ∀x ∈ E, 〈x | x〉 ≥ 0 (positivité),
4. ∀x ∈ E, 〈x | x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0 (définie positive).
Une application satisfaisant les propriétés 1, 2 et 3 (mais pas nécessairement 4) est

appelée un semi-produit scalaire. Si K = R, on appelle 〈· | ·〉 produit scalaire euclidien.
Si K = C, on appelle 〈· | ·〉 produit scalaire hermitien.

Définition 1.2. Le couple constitué d’un espace vectoriel E et d’un produit scalaire sur
E est appelé espace pré-hilbertien réel (si K = R) ou complexe (si K = C).

Remarque 1.1.

1. Supposons que 〈· | ·〉 est une application de E × E dans K qui satisfait les
propriétés 1 et 2. Alors,
— si K = R, pour tout x ∈ E, l’application 〈x | ·〉 : y 7→ 〈x | y〉 est linéaire de E

dans R ;
— si K = C, alors ∀x, y, z ∈ E, ∀λ, µ ∈ C,

〈x | λy + µz〉 = λ〈x | y〉+ µ〈x | z〉.

Dans ce cas, l’application 〈x | ·〉 est dite antilinéaire.
2. Comme conséquence des propriétés 1 et 2, on voit aussi que, pour tous x, y ∈ E :

— si K = R, 〈x+ y | x+ y〉 = 〈x | x〉+ 〈y | y〉+ 2〈x | y〉 ;
— si K = C, 〈x+ y | x+ y〉 = 〈x | x〉+ 〈y | y〉+ 2<e〈x | y〉.

Exemple. L’espace E = Rd muni du produit scalaire : 〈x | y〉 =
∑d
j=1 xjyj , est appelé

l’espace euclidien canonique de dimension d.
L’espace E = Cd muni du produit scalaire : 〈x | y〉 =

∑d
j=1 xj ȳj , est appelé l’espace

hermitien canonique de dimension d.
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1.2 L’espace L2

Définition 1.3. Soit Ω un ensemble ouvert de Rd. Une fonction de Ω dans K est de
carré intégrable sur Ω si elle est mesurable au sens de Lebesgue et si∫

Ω
|f(x)|2 dx < +∞.

On note L2(Ω) = L2
K(Ω) l’espace des fonctions de carré intégrable sur Ω à valeurs dans

K.

L’ensemble des fonctions de carré intégrable sur Ω est stable par multiplication par
un scalaire λ ∈ K et stable par somme car

|f + g|2 ≤ 2|f |2 + 2|g|2.

Donc, L2(Ω) est un espace vectoriel sur K.
De plus, si f, g ∈ L2(Ω), alors la fonction fḡ est integrable sur Ω car

|fḡ| = |f ||g| ≤ 2|f |2 + 2|g|2.

On munit L2(Ω) d’une relation d’équivalence

f ∼ g ⇐⇒ f = g presque partout sur Ω.

Pour f ∈ L2(Ω), on note [f ] la classe d’équivalence de f .

Définition 1.4. L’espace de Lebesgue L2(Ω) est défini par l’ensemble des classes d’équi-
valence L2/ ∼ :

L2(Ω) = {[f ] : f ∈ L2(Ω)}.

Les mêmes remarques que pour l’espace L1 s’appliquent en ce qui concerne l’égalité
presque partout. En général, on ne distinguera pas entre les fonctions (dans L2) et les
classes d’équivalence (dans L2).

La relation
〈f | g〉L2(Ω) =

∫
Ω
f(x)g(x) dx

définit sur L2(Ω) un produit scalaire.

1.3 L’espace `2

Définition 1.5. Soit x = (xn)n∈N une suite de nombres de K. On dit que x est de carré
sommable si ∑

n≥0
|xn|2 < +∞.

On note `2 l’espace des suites de carré sommable.
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Pour tous x = (xn)n∈N, y = (yn)n∈N ∈ `2 et λ ∈ K, on a∑
n≥0
|xn + yn|2 ≤ 2

∑
n≥0
|xn|2 + 2

∑
n≥0
|yn|2 < +∞,

et ∑
n≥0
|λxn|2 = |λ|2

∑
n≥0
|xn|2 < +∞.

Donc, l’espace `2 est un espace vectoriel sur K.
De plus, si x = (xn)n∈N, y = (yn)n∈N ∈ `2, pour tout n ∈ N,

|xnyn| ≤
1
2(|xn|2 + |yn|2)

donc, par comparaison, la série
∑
n≥0 xnyn est convergente.

L’espace `2 est pré-hilbertien muni du produit scalaire :

〈x | y〉`2 =
∑
n≥0

xnyn.

1.4 Propriétés élémentaires

L’inégalité suivante est fondamentale dans l’étude des espaces de Hilbert.

Proposition 1.1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit E un espace vectoriel muni
d’un semi-produit scalaire 〈· | ·〉. On a

∀x, y ∈ E, |〈x | y〉| ≤
√
〈x | x〉

√
〈y | y〉.

Démonstration. On peut supposer K = C. Si x, y ∈ E, alors

∀t ∈ R 〈x+ ty | x+ ty〉 = 〈x | x〉+ 2t<e〈x | y〉+ t2〈y | y〉 ≥ 0.

Si 〈y | y〉 = 0, la fonction affine t 7→ 〈x | x〉+ 2t<e〈x | y〉 est positive et donc constante,
ce qui entraîne que 0 = (<e〈x | y〉)2 ≤ 〈x | x〉〈y | y〉 = 0.

Sinon, le polynôme de second degré en t doit avoir un discriminant négatif ou nul et
donc, dans ce cas aussi, (<e〈x | y〉)2 ≤ 〈x | x〉〈y | y〉. Soit alors λ un nombre complexe
de module 1 tel que

|〈x | y〉| = λ〈x | y〉 = 〈λx | y〉 = <e〈λx | y〉.

Alors,
|〈x | y〉|2 = (<e〈λx | y〉)2 ≤ 〈λx | λx〉〈y | y〉 = 〈x | x〉〈y | y〉,

puisque λλ̄ = 1.
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Corollaire 1.1. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire 〈· | ·〉. La relation

‖x‖ = 〈x | x〉1/2

définit une norme sur E.

Démonstration. Il suffit de vérifier l’inégalité triangulaire. On a, pour tous x, y ∈ E,

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2<e〈x | y〉
≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2|〈x | y〉|
≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖‖y‖
= (‖x‖+ ‖y‖)2.

Exemples.
1. Si E = Rd, la norme associée au produit scalaire canonique est définie par :

‖x‖ =

√√√√√ d∑
j=1

x2
j , x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd.

Si E = Cd, la norme associée au produit scalaire canonique est définie par :

‖x‖ =

√√√√√ d∑
j=1
|xj |2, x = (x1, . . . , xd) ∈ Cd.

2. Si E = L2(Ω), où Ω est un ouvert de Rd, la norme ‖ · ‖L2(Ω) associé au produit
scalaire 〈· | ·〉L2(Ω) est définie par :

‖f‖L2(Ω) =
√∫

Ω
|f(x)|2 dx, f ∈ L2(Ω).

La convergence asssociée à la norme de cet espace s’appelle la convergence en
moyenne quadratique.

3. Si E = `2, la norme ‖ · ‖`2 associée au produit scalaire de `2 est définie par :

‖x‖`2 =
√∑
n≥0
|x(n)|2, x = (x(n))n∈N ∈ `2.

Proposition 1.2 (Cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient E un espace
préhilbertien et x, y ∈ E. Alors :

|〈x | y〉| = ‖x‖‖y‖ ⇐⇒ x et y sont liés.
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Démonstration. La condition suffisante est évidente. Démonstrons la condition néces-
saire. Supposons K = C et |〈x|y〉| = ‖x‖‖y‖. Soit u ∈ C tel que |u| = 1 et <e(u〈x | y〉 =
|〈x | y〉|. Alors,

‖‖x‖y − u‖y‖x‖2 = ‖x‖2‖y‖2 − ‖x‖‖y‖〈y | ux〉 − ‖x‖‖y‖〈ux | y〉+ uū‖y‖2‖x‖2

= 2‖x‖2‖y‖2 − 2‖x‖‖y‖<e〈ux | y〉
= 2‖x‖2‖y‖2 − 2‖x‖‖y‖|〈x | y〉| = 0

et donc ‖x‖y − u‖y‖x = 0.

Dans la suite, E est un espace préhilbertien, on notera (sauf précision contraire) 〈· | ·〉
le produit scalaire sur E et ‖ · ‖ la norme associée. On peut remarquer que la donnée de
la norme sur H permet de retrouver le produit scalaire. Plus précisément :

— Si K = R, pour tous x, y ∈ E,

〈x | y〉 = 1
2
(
‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
.

— Si K = C, pour tous x, y ∈ E,

<e〈x | y〉 = 1
2
(
‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
et =m〈x | y〉 = 1

2
(
‖x+ iy‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
.

Corollaire 1.2. Soit E un espace préhilbertien. Pour chaque y ∈ E, l’application φy :
E −→ R définie par

φy(x) = 〈x | y〉, x ∈ E,

est linéaire continue sur E et sa norme est égale à ‖y‖.

Démonstration. Soit y ∈ E. L’application φy est linéaire par la linéarité de l’application
x 7→ 〈x|y〉. Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

∀x ∈ E, |φy(x)| = |〈x | y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

Donc, φy est linéaire continue et ‖φy‖ ≤ ‖y‖. De plus, φy(y) = ‖y‖2. Donc,

‖φy‖ = sup
x∈E,x 6=0

|φy(x)|
‖x‖

= ‖y‖.

Remarque 1.2. Le dual topologique de E est par définition E′ = L(E,R) l’ensemble
des formes linéaires continues de E (c’est-à-dire les applications linéaires continues de E
dans R). Il est muni de la norme ‖ · ‖E′ définie par : pour f ∈ E′,

‖f‖E′ = sup
x∈E,‖x‖=1

|f(x)| = sup
x∈E,‖x‖≤1

|f(x)| = sup
x∈E,x 6=0

|f(x)|
‖x‖

.

Ainsi, l’application y 7→ φy est une isométrie de E dans E′, linéaire si K = R et antili-
néaire si K = C.
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Une conséquence immédiate mais utile de la définition de la norme d’un espace
préhilbertien est l’identité du parallélogramme ou égalité de la médiane.

Proposition 1.3. Soient E un espace préhilbertien et x, y ∈ E. On a
1. Identité du parallélogramme :∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2
+
∥∥∥∥x− y2

∥∥∥∥2
= 1

2(‖x‖2 + ‖y‖2).

2. Théorème de Pythagore :

<e〈x | y〉 = 0 ⇐⇒ ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

3. Formule de polarisation :

〈x | y〉 = ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

4 + i
‖x+ iy‖2 − ‖x− iy‖2

4 .

Définition 1.6. Soient E un espace préhilbertien et x, y ∈ E. On dit que x et y sont
orthogonaux si 〈x|y〉 = 0 et on note x⊥y. On dit que x et y sont perpendiculaires si
<e(〈x|y〉) = 0.

Remarque 1.3.

1. Si E est un espace préhilbertien réel, ces deux notions coïncident.
2. La relation d’orthogonalité notée ⊥ est symétrique.
3. Dans un espace préhilbertien réel, x et y sont orthogonaux si et seulement si

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Ce résultat est faux dans E un espace préhilbertien complexe car, si x, y ∈ E,

‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2 = 2<e〈x | y〉.

Par exemple, pour x 6= 0, 〈ix | x〉 = i‖x‖2 6= 0 et <e〈ix | x〉 = 0.
4. Si E espace préhilbertien réel, l’égalité de Pythagore s’étend sans difficulté aux

sommes finies d’éléments deux à deux orthogonaux :

(∀j, k ∈ {1, . . . , N}, j 6= k, 〈xj | xk〉 = 0) =⇒ ‖
n∑
j=1

xj‖2 =
n∑
j=1
‖xj‖2.

Définition 1.7. L’orthogonal d’une partie A de E est l’ensemble noté A⊥ formé des
éléments orthogonaux à tous les éléments de A, c’est-à-dire

A⊥ = {x ∈ E : ∀a ∈ A, 〈x | a〉 = 0}.
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On remarque facilement que

E⊥ = {0} et {0}⊥ = E.

Proposition 1.4. soient A et B deux parties de E. Alors :
1. L’ensemble A⊥ est un sous-espace vectoriel fermé de E ;
2. Si A ⊂ B, alors B⊥ ⊂ A⊥ ;
3. A⊥ = (Ā)⊥ ;
4. A ⊂ (A⊥)⊥ ;
5. A⊥ = (V ect(A))⊥ et (A⊥)⊥ = V ect(A).

Démonstration.

1. Avec les notations du corollaire 1.2,

A⊥ =
⋂
y∈A

ker(φy).

Il en résulte que A⊥ est un sous-espace vectoriel fermé de E.
2. Si x ∈ B⊥, pour tout y ∈ A ⊂ B, on a

〈x | y〉 = 0

alors, x ∈ A⊥.
3. Comme A ⊂ Ā, on a (Ā)⊥ ⊂ A⊥. Soient x ∈ A⊥ et a ∈ Ā. Il existe (an)n∈N suite

de A telle que a = limn→+∞ an. Alors,

〈x | a〉 = lim
n→+∞

〈x | an〉 = 0.

Donc, x ∈ (Ā)⊥.
4. C’est évident.
5. On note V ect(A) l’espace vectoriel engendré par A, c’est-à-dire l’ensemble des

éléments y ∈ E qui sont combinaison linéaire des éléments de A :

y =
n∑
j=1

λjxj , λj ∈ K, xj ∈ A.

On a, x ∈ A⊥ si et seulement si A ⊂ kerφx, c’est-à-dire, puisque kerφx est un
sous-espace fermé, si et seulement si V ect(A) ⊂ kerφx. Donc

A⊥ = (V ect(A))⊥ et (A⊥)⊥ = V ect(A). (1)

9



Définition 1.8. On dit qu’un espace préhilbertien H muni de la norme ‖ · ‖ associée au
produit scalaire 〈· | ·〉 est un espace de Hilbert si (H, ‖ · ‖) est un espace vectoriel normé.

Exemple : L’espace Cn des vecteurs z = (z1, . . . , zn) de nombres complexes est muni
du produit scalaire hermitien suivant

〈z | w〉 =
n∑
k=1

zkwk.

Les espaces normés de dimension finie étant toujours complets, l’espace Cn et plus géné-
ralement les espaces pré-hilbertiens de dimension finie, appelés aussi espaces hermitiens,
sont des espaces de Hilbert.

Proposition 1.5. Soit Ω un ouvert de Rd. L’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy dans L2(Ω). Pour conclure, il suffit de
montrer qu’une sous-suite extraite converge dans L2. On extrait une sous-suite (fφ(n))n∈N
telle que

∀n ≥ 0, ‖fφ(n+1) − fφ(n)‖L2 ≤
1
2n .

Pour simplifier les notations, on écrit fn au lieu de fφ(n). On pose

gn(x) =
n∑
k=1
|fk+1(x)− fk(x)|.

Alors, (gn)n∈N est une suite croissante de fonctions mesurables positives et ‖gn‖L2 ≤ 1,
pour tout n. On déduit du théorème de la convergence monotone que, gn(x) converge
vers g(x), presque partout sur Ω et g ∈ L2(Ω). D’autre part, on a pour tout m ≥ n ≥ 2,

|fm(x)− fn(x)| ≤ |fm(x)− fm−1(x)|+ · · ·+ |fn+1(x)− fn(x)| ≤ g(x)− gn−1(x).

Il s’en suit que, presque partout sur Ω, (fn(x))n∈N est de Cauchy et converge vers une
limite notée f(x). On a, presque partout sur Ω et n ≥ 2,

|f(x)− fn(x)| ≤ g(x).

Donc, f ∈ L2(Ω). D’autre part, on a |fn(x)− f(x)|2 → 0 p.p. sur Ω et

|fn(x)− f(x)|2 ≤ |g(x)|2

la fonction majorante étant intégrable. Par le théorème de la convergence dominée, on
conclut que fn converge vers f dans L2(Ω).

Proposition 1.6. L’espace `2 est un espace de Hilbert.

Un espace de Hilbert est en particulier un espace de Banach et une série normalement
convergente y est donc convergente, ce que nous rappelons dans la première partie du
théorème ci-dessous. Le second résultat, où la condition portant sur les normes est moins
forte, est spécifique aux espaces de Hilbert.

10



Théorème 1.1. Soit H un espace de Hilbert et (xj)j≥0 une suite d’éléments de H.
1. Si la série de terme général xj est normalement convergente (c’est-à-dire,

∑
j≥0 ‖xj‖ <

+∞), alors la série
∑
j≥0 xj converge dans H.

2. Supposons les xj deux à deux orthogonaux. Alors, la série
∑
j≥0 xj est convergente

si et seulement si la série
∑
j≥0 ‖xj‖2 est convergente. Dans ce cas, ‖

∑
j≥0 xj‖2 =∑

j≥0 ‖xj‖2.

Démonstration. Supposons que la série S =
∑
j≥0 xj est convergente et posons SN =∑N

j=0 xj . D’après le théorème de Pythagore, on a
N∑
j=0
‖xj‖2 = ‖SN‖2.

Le membre de droite converge vers ‖S‖2 par la continuité de la norme, ce qui entraîne
que la série numérique

∑∞
j=0 ‖xj‖2 converge.

Réciproquement, si cette série numérique converge, on a

‖SN+p − SN‖2 =
N+p∑
j=N+1

‖xj‖2 ≤
∞∑

j=N+1
‖xj‖2.

Le membre de droite de cette inégalité est le reste d’ordre N d’une série numérique
convergente, et tend donc vers 0 avec N . Cela assure que la suite SN est de Cauchy dans
H, et donc convergente.

1.5 Théorème de la projection convexe

On suppose ici que H est un espace de Hilbert et l’on note 〈· | ·〉 son produit scalaire,
‖ · ‖ sa norme.

Rappel. Une partie C de H est convexe si

∀x, y ∈ C, ∀ t ∈ [0, 1], (1− t)x+ ty ∈ C.

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie E, étant donné un point x ∈ E
et un fermé F de E, il existe toujours au moins un point y ∈ F tel que

‖x− y‖ = min
z∈F
‖x− z‖.

Cela n’est plus vrai en dimension infinie, mais on dispose du théorème suivant dont les
conséquences sont importantes.

Théorème 1.2. (Projection sur un convexe fermé) Soit C un convexe fermé et
non vide de H. Alors, pour tout point x ∈ H, il existe un unique point xC ∈ C tel que

‖x− xC‖ = inf
z∈C
‖x− z‖.

Ce point, appelé projection de x sur C et noté xC = PC(x), est caractérisé par la propriété
suivante :

xC ∈ C et ∀z ∈ C, <e〈x− xC | z − xC〉 ≤ 0. (2)

11



Démonstration. Soit x ∈ H. Démontrons d’abord l’existence de la projection de x sur
C. Par définition de δ = infz∈C ‖x− z‖, il existe une suite (yn)n∈N de C telle que

‖x− yn‖2 ≤ δ2 + 1
n
, ∀n ≥ 1.

En appliquant l’identité du parallélogramme aux vecteurs x−yn et x−yp, pour n, p ≥ 1,
on obtient ∥∥∥∥x− yn + yp

2

∥∥∥∥2
+
∥∥∥∥yn − yp2

∥∥∥∥2
= 1

2(‖x− yn‖2 + ‖x− yp‖2).

Puisque C est convexe, (yn + yp)/2 est un point de C et donc

1
4‖yn − yp‖

2 ≤ 1
2

( 1
n

+ 1
p

)
.

ce qui démontre que la suite (yn)n∈N est une suite de Cauchy de C et donc converge vers
un élément xC ∈ C qui vérifie ‖x− xC‖2 = δ2.

Supposons ensuite qu’il existe deux points y1 et y2 de C tels que ‖x − y1‖ = ‖x −
y2‖ = δ. En appliquant l’identité du parallélogramme comme précédemment, on obtient
‖y1 − y2‖2 ≤ 0, c’est-à-dire y1 = y2, ce qui démontre l’unicité de PC(x).

Vérifions maintenant que le point y = PC(x) vérifie la propriété (2). Si z ∈ C, alors
pour tout t ∈]0, 1] le point (1− t)y + tz appartient à C et donc

‖x− (1− t)y − tz‖2 ≥ ‖x− y‖2,

c’est-à-dire
t2‖y − z‖2 + 2t<e〈x− y | y − z〉 ≥ 0.

En divisant par t puis en faisant tendre t vers 0, on obtient

<e〈x− y|z − y〉 ≤ 0.

Supposons réciproquement qu’un point y ∈ C satisfait (2). Alors, pour tout z ∈ C,

‖x− z‖2 = ‖(x− y) + (y − z)‖2

= ‖x− y‖2 + ‖y − z‖2 + 2<e〈x− y | y − z〉 ≥ ‖x− y‖2,

et donc y = PC(x).

Remarque 1.4. Dans le cas où K = R, la caractérisation (2) (où <e ne figure pas)
exprime que xC = PC(x) est l’unique point y ∈ C tel que, pour tout z ∈ C, l’angle des
vecteurs x− y et z − y est obtus (c’est-à-dire supérieur ou égal à π

2 ).

La condition (2) permet de démontrer que PC est une contraction (et donc, en par-
ticulier, est continue).
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Proposition 1.7. Sous les hypothèses du Théorème 1.2, on a

∀x1, x2 ∈ E ‖PC(x1)− PC(x2)‖ ≤ ‖x1 − x2‖.

Démonstration. Notons y1 = PC(x1) et y2 = PC(x2). On a

<e〈x1 − x2 | y1 − y2〉 = <e〈x1 − y2| | y1 − y2〉+ <e〈y2 − x2 | y1 − y2〉
= <e〈x1 − y1 | y1 − y2〉+ ‖y1 − y2‖2 + <e〈y2 − x2 | y1 − y2〉
≥ ‖y1 − y2‖2.

Donc, par l’inégalité de Schwarz, ‖y1 − y2‖2 ≤ ‖x1 − x2‖‖y1 − y2‖ et, finalement, ‖y1 −
y2‖ ≤ ‖x1 − x2‖.

Proposition 1.8. Soit F un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors PF est un opérateur
linéaire de H sur F . Si x ∈ H, alors PF (x) est l’unique élément y ∈ H tel que

y ∈ F et x− y ∈ F⊥.

Démonstration. La condition (2) du théorème de la projection sur un convexe fermé
s’écrit

y ∈ F et ∀ z ∈ F, <e〈x− y | z − y〉 ≤ 0.

Si y ∈ F et λ ∈ C∗, l’application z 7→ y + λz est une bijection de F sur F . La condition
(2) est donc équivalente à

y ∈ F et ∀ z ∈ F, ∀λ ∈ C, <e[λ〈x− y | z〉] ≤ 0,

ce qui équivaut à
y ∈ F et x− y ∈ F⊥.

La linéarité de PF s’en déduit facilement.

Corollaire 1.3. Pour tout sous-espace vectoriel fermé F de H,

H = F ⊕ F⊥.

Démonstration. Si x ∈ H, x = PF (x)+(x−PF (x)) et, par la proposition 1.8, PF (x) ∈ F
et x− PF (x) ∈ F⊥. D’autre part, si x ∈ F ∩ F⊥, alors 〈x | x〉 = 0 et donc x = 0.

Sous les hypothèses du corollaire précédent, PF est appelé un projecteur orthogonal.

Corollaire 1.4. Pour tout sous-espace vectoriel F de H,

H = F ⊕ F⊥.

En particulier, F est dense dans H si et seulement si F⊥ = {0}.

Démonstration. Il suffit de rappeler que F⊥ = F
⊥.

13



Corollaire 1.5. (Critère de totalité) On dit qu’un sous-ensemble A de l’espace de
Hilbert H est total si V ect(A) est dense dans H.

Pour que A soit total, il faut et il suffit que A⊥ soit réduit à {0}.

Démonstration. Par définition, A est total si V ect(A) = H, ce qui est équivalent à

(V ect(A))⊥ = {0}

et donc à A⊥ = {0} (car A⊥ = (V ect(A))⊥).

Il est utile de comparer la notion de sous-ensemble (dit aussi système) total à la
notion algébrique de partie génératrice (ou système de générateurs). On sait que A ⊂ H
est un système de générateurs si V ect(A) = H, alors que A est un système total si
V ect(A) est partout dense. Ces deux conditions coïncident en dimension finie, mais en
dimension infinie la seconde est beaucoup moins exigeante.

1.6 Théorème de représentation de Riesz

On suppose que H est un espace de Hilbert. Le théorème de représentation de Riesz
énoncé ci-dessous décrit le dual topologique de H.

Théorème 1.3. (Théorème de représentation de Riesz) Soient H un espace de
Hilbert et H ′ son dual topologique. Soit T une forme linéaire sur H. Alors, T ∈ H ′ si et
seulement s’il existe y ∈ H tel que

∀x ∈ H, T (x) = 〈x | y〉.

De plus, ‖T‖H′ = ‖y‖.

Démonstration. Soit φ : H −→ H ′ définie par y 7→ φ(y) = φy où

φy(x) = 〈x | y〉, x ∈ H.

Par le corollaire 1.2, l’application φ est une isométrie de H dans H ′, c’est-à-dire, pour
tout y ∈ H, ‖φ(y)‖H′ = ‖y‖. La condition suffisante est évidente.

La condition nécessaire équivaut à montrer que φ est surjective. Soit T ∈ H ′ tel que
T 6= 0. On pose F = T−1({0}) = kerT . F est un sous-espace vectoriel de H qui est fermé
du fait que T est continue. Par le corollaire 1.3, H = F ⊕F⊥. Or T est une forme linéaire
non nulle et donc F = kerT est de codimension 1. L’espace F⊥ est donc de dimension
1, en particulier, il est engendré par un vecteur e qui l’on peut choisir de norme 1. Soit
y = T (e)e si K = C, ou y = T (e)e si K = R. Alors φy(e) = T (e) et φy = 0 sur F = kerT .
Il en résulte que φy et T coïncident sur F⊥ et sur F , et donc T = φy = φ(y).

Rappelons que cette isométrie est linéaire si K = R et antilinéaire si K = C.

Nous étudions dans la suite de ce paragraphe une application importante du théorème
de représentation de Riesz.
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1.7 Bases hilbertiennes

Définition 1.9. On dit qu’un espace métrique E est séparable s’il existe un sous-
ensemble D ⊂ E dénombrable et dense.

Exemple. L’espace (R, | · |) est séparable.

Définition 1.10. Soit E espace vectoriel normé. On dit que A ⊂ E est total si le
sous-espace vectoriel engendré par A est dense dans E.

Proposition 1.9. Soit E espace vectoriel normé. Alors, E est séparable si et seulement
s’il existe A ⊂ E total et dense.

Exemple. Soit Ω un ouvert de Rd. L’espace L2(Ω) est séparable.

Soit H un espace préhilbertien.

Définition 1.11. Une famille (xi)i∈I de H est dite famille orthogonale si pour tous
i 6= j, xi⊥xj. Une famille orthogonale dont tous les éléments sont de norme égale à 1
est dite famille orthonormée (ou orthonormale).

D’après le théorème de Pythagore, on a, pour tout partie finie J de I,∥∥∥∥∥∑
i∈J

xi

∥∥∥∥∥
2

=
∑
i∈J
‖xi‖2.

Une conséquence immédiate en est la proposition suivante.

Proposition 1.10. Une famille orthogonale dont aucun élément n’est nul est libre.

Démonstration. Soit (xi)i∈I une famille orthogonale de H. Soient J une partie finie de
I et (λj)j∈J des éléments de K tels que

∑
j∈J λjxj = 0. Alors,∥∥∥∥∥∥

∑
j∈J

λjxj

∥∥∥∥∥∥
2

=
∑
j∈J
|λj |‖xj‖2 = 0,

et donc, λj = 0, pour tout j ∈ J .

Définition 1.12. Une base hilbertienne de H est une suite finie ou infinie (ej)j∈J d’élé-
ments de H qui constitue une famille orthonormale totale de H.

Remarque 1.5. Une suite (ej)j∈J est une base hilbertienne de H si elle est :
1. orthonormée : ∀ j, k ∈ J, 〈ej | ek〉 = δj,k, où δj,k est le symbole de Kronecker.
2. totale : l’espace vectoriel engendré par (ej)j∈J est dense dans H, c’est-à-dire, tout

élément de H est limite d’une suite de combinaisons linéaires finies d’éléments de
(ej)j∈J .
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Exemple. Soit H = `2. On définit, pour j ∈ N, l’élément ej de H par ej(j) = 1 et
ej(n) = 0 si n 6= j. La famille (ej)j∈N est évidemment orthonormale. Démontrons qu’elle
est totale. Soient x ∈ H et ε > 0. Comme

∑
j∈N |xj |2 < +∞, il existe N ∈ N tel que

∑
j≥N+1

|xj |2 =
∑
j∈N
|xj |2 −

N∑
j=0
|xj |2 ≤ ε2.

Mais alors ∥∥∥∥∥∥x−
∑
j∈J

xjej

∥∥∥∥∥∥
2

=
∑

j≥N+1
|xj |2 ≤ ε2.

Ainsi, la famille (ej)j∈N est une base hilbertienne de H.

La proposition suivante nous donne une propriété élémentaire des familles orthonor-
males.

Proposition 1.11. Soit (ej)j∈J une famille orthonormale finie de H et soit F l’espace
vectoriel engendré par cette famille. Pour tout x ∈ H, la projection orthogonale PF (x)
de x sur F est donnée par

PF (x) =
∑
j∈J
〈x | ej〉ej .

En conséquence,

‖x‖2 =

∥∥∥∥∥∥x−
∑
j∈J
〈x | ej〉ej

∥∥∥∥∥∥
2

+
∑
j∈J
|〈x | ej〉|2.

Démonstration. On démontre que le vecteur y =
∑
j∈J〈x | ej〉ej satisfait les conditions

caractérisant PF (x). Or il est clair que y ∈ F et que

∀ j ∈ J, 〈x− y | ej〉 = 0,

ce qui entraîne que x− y ∈ F⊥. Le deuxième point découle immédiatement du théorème
de Pythagore.

Une première conséquence immédiate de cette proposition est l’inégalité de Bessel :

Proposition 1.12. (Inégalité de Bessel) Soit (ej)j∈N une famille orthonormale de
H. Alors, pour tout x ∈ H, ∑

j∈N
|〈x | ej〉|2 ≤ ‖x‖2.

(En particulier, la famille (〈x | ej〉)j∈N est un élément de `2(N).)

Les bases hilbertiennes ne sont pas (sauf en dimension finie) des bases au sens algé-
brique du terme. Un élément deH ne pourra pas s’écrire, en général, comme combinaison
linéaire finie des vecteurs de base, mais il pourra s’écrire (sous forme de série) comme
limite de telles combinaisons.
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Théorème 1.4.
Soit H un espace de Hilbert séparable et (ej)j∈N une base hilbertienne de H.
1. Tout élément x ∈ H peut se décomposer de façon unique sous forme d’une série

convergente dans H
x =

∑
j∈N

cj(x)ej cj(x) ∈ C.

Les composantes cj(x) sont données par

cj(x) = 〈x | ej〉,

et vérifient l’égalité de Bessel-Parseval :

‖x‖2 =
∑
j∈N
|cj(x)|2.

2. Réciproquement, étant donnés des scalaires γj vérifiant
∑
j∈N |γj |2 < +∞, la série∑

j∈N γjej converge dans H et sa somme x vérifie cj(x) = γj pour tout j.

Démonstration. 1. Soit x ∈ H. On pose cj(x) = 〈x | ej〉 et xN =
∑N
j=0 cj(x)ej , pour

j,N ∈ N. On a par le théorème de Pythagore,

〈xN | x〉 =
N∑
j=0

cj(x)〈ej | x〉 =
N∑
j=0
|cj(x)|2 = ‖xN‖2.

Par l’inégalité de Bessel, pour tout N ∈ N,

N∑
j=0
|cj(x)|2 = ‖xN‖2 ≤ ‖x‖2.

Alors, la série
∑
j∈N |cj(x)|2 est convergente. Par le théorème 1.1,

∑
j∈N cj(x)ej converge

vers un élément y ∈ H. Pour tout k ∈ N, on a

〈y − x | ek〉 = 〈y | ek〉 − ck(x) = ck(x)− ck(x) = 0.

Donc, y−x ∈ A⊥ où A = {ej : j ∈ N}. D’autre part, puisque A est total, on a A⊥ = {0}
(critère de totalité). D’où y = x.

2. La famille (γjej)j∈N est orthogonale et ‖γjej‖ = |γj |, pour tout j ∈ N. Par le
théorème 1.1, la série

∑
j∈N γjej converge vers x ∈ H. Par la continuité du produit

scalaire, pour tout k ∈ N,

lim
N→+∞

〈
N∑
j=0

γjej | ek〉 = 〈x|ek〉 = ck(x)

et, pour tout N ≥ k, 〈
∑N
j=0 γjej | ek〉 = γk. Donc, x =

∑
j∈N cj(x)ej et cj(x) = γj , pour

tout j ∈ N.
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La fin de ce paragraphe est consacrée au problème de l’existence et de la construction
de bases hilbertiennes.

Proposition 1.13. (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)
Soit N ∈ {1, 2, 3, . . .} ∪ {+∞} et soit (fn)0≤n<N une famille libre de E. Il existe

une famille orthonormale (en)0≤n<N de E telle que, pour tout entier naturel n < N , les
familles (ep)0≤p≤n et (fp)0≤p≤n engendrent le même sous-espace vectoriel de E.

Une telle famille peut être construite par récurrence en posant

e0 = f0
‖f0‖

et, pour 0 ≤ n < N − 1,

xn+1 = fn+1 − Pnfn+1 et en+1 = xn+1
‖xn+1‖

,

où Pn est le projecteur orthogonal sur l’espace vectoriel engendré par la famille (fp)0≤p≤n.

Démonstration. Nous allons démontrer que la suite (en)n∈N définie dans l’énoncé satisfait
les conditions requises. Tout d’abord, la famille (fn)n∈N étant libre, il est clair que pour
tout n, xn 6= 0 et donc en est bien défini. Notons En et Fn les sous-espaces vectoriels
de E engendrés, respectivement, par (ep)0≤p≤n et (fp)0≤p≤n. On a E0 = F0. Supposons
que, pour n < N − 1, on ait En = Fn. Il est clair que en+1 ∈ Fn+1 et donc En+1 ⊂ Fn+1.
On a aussi fn+1 ∈ En+1, ce qui démontre l’inclusion inverse. Ainsi, En = Fn pour tout
0 ≤ n < N . Par ailleurs, pour chaque n ≥ 1 le vecteur en+1 est, par construction,
orthogonal à Fn et donc à En. La famille (en)0≤n<N est donc orthonormale.

Remarque 1.6. La suite (en)0≤n<N peut être construite par récurrence grâce à l’algo-
rithme suivant :

x0 = f0 e0 = x0
‖x0‖

xn+1 = fn+1 −
n∑
j=0
〈fn+1 | ej〉ej en+1 = xn+1

‖xn+1‖
.

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt montre que tout espace de Hilbert
H séparable de dimension infinie admet une base hilbertienne.

Corollaire 1.6. Un espace de Hilbert est séparable si et seulement s’il admet une base
hilbertienne.

Démonstration. Si (gn)n∈N est une famille dénombrable dense dansH, alors on en extrait
une famille libre (fn)n∈N (sous-suite de (gn)n∈N) qui soit dense dans H. Ensuite, on
orthonormalise cette famille libre par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
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Corollaire 1.7. Si H est un espace Hilbert séparable de dimension infinie, alors il existe
une bijection isométrique de H sur `2.

Démonstration. Soit H est espace Hilbert séparable de dimension infinie et soit (ej)j∈N
une base hilbertienne de H. Par le théorème 1.4, l’application de H dans `2(N;C) définie
par

Φ : H −→ `2(N;C)
x 7→ (〈x | ej〉)j∈N

est une bijection isométrique. Cette bijection est non canonique puisqu’elle dépend de
la base hilbertienne.
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2 Séries de Fourier
Les séries de Fourier ont été introduites par Joseph Fourier en 1822 dans le cadre de

l’étude de l’équation de la chaleur. Des branches des mathématiques, comme l’analyse
harmonique, théorie du signal et des ondelettes, se sont développées à partir de cette
notion.

Dans ce chapitre, nous allons étudier les séries de Fourier dans le cadre de la théorie
des espaces de Hilbert.

Il y a deux points de vue qui se ramènent facilement l’un à l’autre. Nous pouvons
considérer des fonctions périodiques sur R et chercher à les écrire sur toute la droite
réelle comme somme d’une série de Fourier. Nous pouvons aussi considérer des fonctions
définies uniquement sur un intervalle, et chercher une série de Fourier dont la somme
soit égale à f sur cette intervalle.

2.1 Séries de Fourier dans L2

Nous commençons par un résultat important dans l’étude des espaces L2.

Proposition 2.1. Soit Ω un ouvert de Rd. Si une suite (fn)n∈N converge vers f dans
L2(Ω) alors il existe une sous-suite de (fn)n∈N qui converge presque partout vers f .

On dit qu’une fonction est à support dans un compact K si elle est nulle hors de K.
Soit Ω un ouvert de Rd. On note par Cc(Ω) l’espace des fonctions continues sur Ω et à
support dans un compact de Ω. Toute fonction f ∈ Cc(Ω) est à carré sommable sur Ω
(et aussi sommable). En effet, si f ∈ Cc(Ω), il existe K compact de Rd tel que K ⊂ Ω et
f est à support compact dans K. La fonction continue |f | est bornée sur le compact K,
qui est une partie bornée de Rd et donc de mesure finie. On a

∫
Ω
|f(x)|2 dx =

∫
K
|f(x)|2 dx ≤

(
sup
x∈K
|f(x)|

)2 ∫
K
dx = µ(K)

(
sup
x∈K
|f(x)|

)2

< +∞.

Nous admettrons le résultat suivant.

Proposition 2.2. Soit Ω un ouvert de Rd. L’espace Cc(Ω) est dense dans L2(Ω), c’est-
à-dire pour toute fonction f ∈ L2(Ω) et pour tout ε > 0, il existe g ∈ Cc(Ω) telle que

‖f − g‖L2 ≤ ε.

Soient T > 0 et w = T
2π . On note I =]0, T [. On considère l’espace de Hilbert L2(]0, T [)

muni du produit scalaire

〈f | g〉 = 1
T

∫ T

0
f(x)g(x) dx (3)

de sorte que la fonction constante égale à 1 ait une norme égale à 1, et de la norme

‖f‖2L2(I) = 1
T

∫ T

0
|f(x)|2 dx.
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On désigne L2
T l’espace des fonctions T -périodiques dont la restriction à I =]0, T [ est

de carré sommable, c’est-à-dire

f ∈ L2
T ⇐⇒ ∀x ∈ R, f(x+ T ) = f(x) et

∫ T

0
|f(x)|2 dx < +∞.

On muni cet espace du produit scalaire (3). On remarque que, pour tout α ∈ R et pour
tous f, g ∈ L2

T , on a

〈f | g〉 = 1
T

∫ α+T

α
f(x)g(x) dx et ‖f‖L2(I) = 1

T

∫ α+T

α
|f(x)|2 dx.

La convergence pour la norme associée à ce produit scalaire est donc la convergence en
moyenne quadratique sur tout intervalle.

L’espace L2
T est un espace de Hilbert isométriquement isomorphe à L2(]0, T [). Tout

résultat sur l’un de ces espaces se transforme immédiatemment en un résultat sur l’autre.
Théorème 2.1. Les fonctions en(x) = einwx, avec n ∈ Z, forment une base hilbertienne
de L2(]0, T [).
Démonstration. Caractère orthonormal : Pour n ∈ Z,

〈en | en〉 = 1
T

∫ T

0
|en(x)|2 dx = 1.

Pour n, k ∈ Z avec n 6= k, on a

〈en | ek〉 = 1
T

∫ T

0
en(x)ek(x) dx = 1

T

∫ T

0
ei(n−k)wx = 1

T

[
ei(n−k)wx

i(n− k)w

]T
0

= 0.

Caractère total : Par la proposition 2.2, Cc(]0, T [) est dense dans L2(]0, T [), c’est-
à-dire, pour tout f ∈ L2(]0, T [) et pour tout ε > 0, il existe fε ∈ Cc(]0, T [) telle que

‖f − fε‖ ≤
ε

2 .

En particulier, fε(0) = fε(T ) = 0 et donc fε se prolonge de manière unique en une
fonction continue T -périodique sur R.

Par le théorème de Stone-Weierstrass complexe, l’espace vectoriel complexe engen-
dré par les fonctions en, pour n ∈ Z, est dense dans l’espace des fonctions continues
périodiques de période T , muni de la convergence uniforme.

Alors il existe gε un polynôme trignométrique tel que

‖fε − gε‖∞ = sup
x∈]0,T [

|fε(x)− gε(x)| ≤ ε

2 .

Donc,

‖f − gε‖L2(I) ≤ ‖f − fε‖L2(I) + ‖fε − gε‖L2(I)

≤ ‖f − fε‖L2(I) + ‖fε − gε‖∞
≤ ε

2 + ε

2 = ε.
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Remarque 2.1. On appelle polynôme trignométrique toute combinaison linéaire des
fonctions en, avec n ∈ Z. Ce théorème revient à dire que la famille (en)n∈Z est orthonor-
male et que les polynômes trignométriques sont denses dans L2([0, T ]).

Le théorème suivant est un cas particulier du théorème 1.4.

Théorème 2.2. (Séries de Fourier)
1. Tout élément f ∈ L2(]0, T [) peut se décomposer de façon unique sous forme

f(x) =
∑
n∈Z

cn(f)einwx,

la série convergeant en moyenne quadratique sur I =]0, T [. Les coefficients cn(f)
sont donnés par

cn(f) = 〈f | en〉 = 1
T

∫ T

0
f(x)e−inwx dx, (4)

appellés coefficients de Fourier exponentiels de f . Ils vérifient l’égalité de Bessel-
Parseval :

‖f‖2L2(I) = 1
T

∫ T

0
|f(x)|2 dx =

∑
n∈Z
|cn(f)|2. (5)

2. Réciproquement, étant donnés des scalaires γn vérifiant
∑
n∈Z |γj |2 < +∞, la

série
∑
n∈Z γje

inwx converge en moyenne quadratique sur tout intervalle fermé
vers une fonction f ∈ L2(I) telle que cn(f) = γn pour tout n ∈ Z.

Ce théorème caractérise complétement les fonctions de carré sommable en termes de
leur séries de Fourier. Il ne fournit que la convergence en moyenne quadratique.

Corollaire 2.1. Soit f ∈ L2(]0, T [). Les coefficients de Fourier cn(f) vérifient

lim
n→+∞

cn(f) = 0.

Plus généralement, nous avons le résultat suivant qui sera démonstré dans le chapitre
4 (propriétés de la transformée de Fourier).

Lemme 2.1. (Riemann-Lebesgue) Soient a, b ∈ R avec a < b et f ∈ L1([a, b]). Alors

lim
|λ|→+∞

∫ b

a
f(x)e−iλx dx = 0.

2.2 Propriétés des coefficients de Fourier

Nous vérifions facilement les propriétés suivantes.

Proposition 2.3. Soit f ∈ L2
T . On a les propriétés suivantes.

1. Si f est à valeurs réelles, alors ∀n ∈ Z, c−n(f) = cn(f) (symétrie hermitienne).
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2. Si f possède la symétrie hermitienne (∀x ∈ R, f(−x) = f(x)), alors ∀n ∈ Z,
cn(f) ∈ R.

3. Si f est paire (∀x ∈ R, f(−x) = f(x)), alors ∀n ∈ Z, cn(f) = c−n(f) (cn(f) est
pair).

4. Si f est impaire (∀x ∈ R, f(−x) = −f(x)), alors ∀n ∈ Z, cn(f) = −c−n(f)
(cn(f) est impair).

5. Si f est à valeurs réelles et paire, alors ∀n ∈ Z, cn(f) est réel et pair.
6. Pour tout α ∈ R et gα ∈ L2

T définie par : gα(x) = f(x+ α), on a

cn(gα) = einαcn(f).

Démonstration.
1. Puisque, pour tout x ∈ R, fn(x) ∈ R, on a fn(x) = fn(x). Alors,

cn(f) = 1
T

∫ T

0
f(x)einwx dx = 1

T

∫ T

0
f(x)einwx dx = c−n(f).

2. En faisant le changement de variable x = T − y, on obtient

cn(f) = 1
T

∫ T

0
f(x)einwx dx = 1

T

∫ T

0
f(−x)einwx dx

= − 1
T

∫ 0

T
f(y − T )einw(T−y) dy = 1

T

∫ T

0
f(y)e−inwy dy

= cn(f).

Donc, cn(f) ∈ R.
3. En faisant le changement de variable x = T − y, on a

c−n(f) = 1
T

∫ T

0
f(x)einwx dx = 1

T

∫ T

0
f(−x)einwx dx

= − 1
T

∫ 0

T
f(y − T )einw(T−y) dy = 1

T

∫ T

0
f(y)e−inwy dy

= cn(f).

4. En faisant le changement de variable x = T − y, on a

c−n(f) = 1
T

∫ T

0
f(x)einwx dx = − 1

T

∫ T

0
f(−x)einwx dx

= 1
T

∫ 0

T
f(y − T )einw(T−y) dy = − 1

T

∫ T

0
f(y)e−inwy dy

= −cn(f).

5. Par 1 et 3, on a
cn(f) = c−n(f) = cn(f).

Donc, cn(f) ∈ R et pair.
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6. On a

cn(gα) = 1
T

∫ T

0
f(x+ α)e−inwx dx = 1

T

∫ α+T

α
f(y)e−inw(y−α) dy

= einα
1
T

∫ α+T

α
f(y)e−inwy dy = einαcn(f).

Remarque 2.2. On utilise aussi la forme trignométrique pour la série de Fourier de
f ∈ L2

T :

f(x) = a0
2 +

+∞∑
n=1

(an cos(nwx) + bk sin(nwx)) (6)

avec
an = cn + c−n = 2

T

∫ T

0
f(x) cos(nwx) dx, (7)

bn = i(cn − c−n) = 2
T

∫ T

0
f(x) sin(nwx) dx. (8)

En particulier, a0(f) = 2c0(f) et b0(f) = 0.
Les an et bn sont appelés les coefficients de Fourier trignométriques de f .
Nous pouvons en déduire les relations suivantes : pour tout n ∈ N,

cn = an − ibn
2 , c−n = an + ibn

2 .

L’égalité de Bessel-Parseval (5) s’écrit alors

‖f‖2L2(I) = 1
T

∫ T

0
|f(x)|2 dx = |a0|2

4 + 1
2
∑
n∈N∗

(|an|2 + |bn|2).

L’expression (6) est surtout intéressante lorsque f est réelle (les ak et bk sont réels) ou
possède des propriétés de parité (séries de sinus ou cosinus). On peut obtenir directement
ces formules en remarquant que les fonctions :

1√
T
,

1√
2T

cos(wx), 1√
2T

sin(wx), . . . , 1√
2T

cos(nwx), 1√
2T

sin(nwx), . . .

forment une base hilbertienne de L2
R(]0, T [) et en appliquant à cette base le théorème

1.4.

L’intégrale d’une fonction T -périodique sur un intervalle [α, α+T ] ne dépend pas de
α ∈ R.

Lemme 2.2. Soit f ∈ L2
T . Pour tout réel α,

cn(f) = 1
T

∫ α+T

α
f(x)e−inwx dx,

an = 2
T

∫ α+T

α
f(x) cos(nwx) dx, bn = 2

T

∫ α+T

α
f(x) sin(nwx) dx.
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Lorsque f possède des propriétés de symétrie, il est souvent pratique de choisir
[−T

2 ,
T
2 ] comme domaine d’intégration.

Définition 2.1. Une fonction est de continue par morceaux sur l’intervalle [a, b] s’il
existe une subdivision a = α0 < α1 < . . . < αN = b telle que, pour tout j ∈ J0, N − 1K,
la restriction de f à chaque intervalle ouvert ]αj , αj+1[ est continue et prolongeable par
continuité sur [αj , αj+1].

Une fonction est continue par morceaux sur R si elle est continue par morceaux sur
tout intervalle borné de R.

Définition 2.2. Soit p ∈ N∗. Une fonction est de classe Cp par morceaux sur l’intervalle
[a, b] s’il existe une subdivision a = α0 < α1 < . . . < αN = b telle que la restriction de f
à chaque intervalle ouvert ]αj , αj+1[ est de classe Cp et, pour tout j ∈ J0, N − 1K, f et
les dérivées de f ′ d’ordre inférieure ou égal à p ont une limite finie à droite en αj et à
gauche en αj+1.

Une fonction T -périodique est de classe Cp par morceaux si elle l’est sur l’intervalle
[0, T ].

Une fonction f est de classe Cp sur R si elle est de classe Cp par morceaux sur tout
intervalle de R.

Remarque 2.3. Une fonction T -périodique f continue ou de classe Cp par morceaux
(p ∈ N∗) l’est aussi sur tout intervalle borné [a, b] de R. Elle est bornée et appartient à
L2
T .

Le résultat suivant établit des propriétes de décroissance des coefficients de Fourier.

Proposition 2.4. Soit f : R→ C, T -périodique.
— Si f est continue sur R et de classe C1 par morceaux, alors pour tout k ∈ Z,

ck
(
f ′
)

= ikw ck(f).

— Si pour p ≥ 1, f est de classe Cp−1 sur R et de classe Cp par morceaux, alors pour
tout k ∈ Z,

ck
(
f (p)

)
= (ikw)pck(f).

Démonstration. Soit 0 = α0 < α1 < · · · < αN = T une subdivision de l’intervalle [0, T ]
telle que, pour tout j ∈ J0, N−1K, la restriction fj = f |[αj ,αj+1] est continue sur [αj , αj+1]
et de classe C1 sur ]αj , αj+1[. Par hypothèse, f ′ a une limite finie à droite en αj et une
limite finie à gauche en αj+1. On pose

f ′j(αj) = lim
x→α+

j

f ′(x) et f ′j(αj+1) = lim
x→α−j+1

f ′(x).

Ainsi, fj est de classe C1 sur [αj , αj + 1]. Par intégration par parties, on a∫ αj+1

αj

f ′j(x)e−ikwx dx = f(αj+1)e−ikwαj+1 − f(αj)e−ikwαj + ikw

∫ αj+1

αj

f(x)e−ikwx dx.
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Comme α0 = 0, αN = T et f(T ) = f(0), on obtient en sommant

N−1∑
j=0

[
f(αj+1)e−ikwαj+1 − f(αj)e−ikwαj

]
= f(T )− f(0) = 0.

D’où

Tck
(
f ′
)

= ikw
N−1∑
j=0

∫ αj+1

αj

f(x)e−ikwx dx = ikw

∫ T

0
f(x)e−ikwx dx = Tikw ck(f).

Remarque 2.4. Si f : R → C est T -périodique, de classe Cp−1 sur R et de classe Cp
par morceaux, alors il existe C > 0 telle que

∀ k ∈ Z∗, |ck(f)| ≤ C

|k|p
.

En effet, si la fonction f (p) est continue par morceaux sur [0, T ], elle est de carré sommable
sur [0, T ], et la suite des ck(f (p)) est de carré sommable et donc bornée. Il existe M > 0
tel que |ck(f (p))| ≤M pour tout k. On a donc, pour tout k ∈ Z∗,

|ck(f)| =
∣∣∣∣∣ck(f (p))

(ikw)p

∣∣∣∣∣ ≤ Mw−p

|k|p
.

2.3 Convergence des séries de Fourier

Les formules (4) définissant les coefficients dee Fourier cn(f) ont un sens dès que
f ∈ L1

T , espace des fonctions T -périodiques sommables sur ]0, T [. On a L2
T ⊂ L1

T . Deux
types de question se posent.

D’une part, pour une fonction appartenant à L2
T et qui posséde des propriétés de

régularité supplémentaire, peut-on dire que sa série de Fourier converge vers f pour
d’autres notions de convergence que la convergence en moyenne quadratique ? D’autre
part, si f appartient à L1

T mais pas à L2
T existe-t-il une notion de convergence pour

laquelle la série de Fourier converge vers f ?

Théorème 2.3 (Théorème de Dirichlet). Soit f : R −→ C une fonction T -périodique
de classe C1 par morceaux. On définit les sommes partielles :

SK(x) =
K∑

k=−K
ck(f)ek(x) = a0

2 +
K∑
n=1

(an cos(nwx) + bn sin(nwx)).

— En tout point x où f est continue, la suite (SK(x))K≥1 converge vers f(x) ;
— En tout point x où f est discontinue, la suite (SK(x))K≥1 converge vers

1
2
[
f(x+) + f(x−)

]
où f(x±) = lim

y→x±
f(y).
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Si la fonction f est uniquement continue, on n’a en général ni convergence uniforme
ni même convergence ponctuelle de sa série de Fourier. Le résultat suivant est une consé-
quence directe du théorème de Dirichlet.

Corollaire 2.2 (Convergence uniforme). Soit f : R −→ C une fonction T -périodique
continue sur R et de classe C1 par morceaux. Alors la suite (SK(x))K≥1 converge uni-
formément vers f sur R.

Démonstration. D’après le théorème de Dirichlet, la série de Fourier de f converge ponc-
tuellement vers f . De plus, on a pour tout k ∈ Z∗,

|ck(f)| = |ck(f
′)|

w|k|
≤ 1

2

( 1
w2|k|2

+ |ck(f ′)|2
)
.

Comme |ck(f)ek|+ |c−k(f)e−k| ≤ |ck(f)|+ |c−k(f)|, la série de Fourier de f est norma-
lement convergente pour la convergence uniforme, ce qui implique que la suite (SK)K≥1
converge uniformément vers f .

Pour K ≥ 1, on note Dk : R −→ R le noyau de Dirichlet

DK(θ) = 1 + 2
K∑
n=1

cos(nwθ).

où w = T
2π . Cette fonction est de classe C∞ et paire sur R. Comme

2 sin
(
wθ

2

)
cos(nwθ) = sin

(
(2n+ 1)wθ2

)
− sin

(
(2n− 1)wθ2

)
,

on obtient

DK(θ) =


sin
(
(2K + 1)wθ2

)
sin
(
wθ
2

) pour wθ 6= 2jπ, j ∈ Z;

2K + 1 pour wθ = 2jπ, j ∈ Z.

De plus, comme
∫ T

2
0 cos(nwθ) dθ = 0 pour n ≥ 1,

∫ T
2

0
DK(x) dx = T

2 .

Lemme 2.3. Soit f : R −→ C une fonction T -périodique de classe C1 par morceaux.
Pour tout réel x et tout K ≥ 1, on a

SK(x) = 1
T

∫ T
2

0
DK(θ) (f(x+ θ) + f(x− θ)) dθ.
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Démonstration. Par périodicité, pour tout x ∈ R,

an = 1
T

∫ x+T
2

x−T2
f(t) cos(nwt) dt, bn = 1

T

∫ x+T
2

x−T2
f(t) sin(nwt) dt.

Alors, en utilisant cos(nwx) cos(nwt) + sin(nwx) sin(nwt) = cos(nw(x− t)), on obtient

SK(x) = a0
2 +

K∑
n=1

(an cos(nwx) + bn sin(nwx))

= 1
T

∫ x+T
2

x−T2
f(t) dt+ 1

T

∫ x+T
2

x−T2

K∑
n=1

(cos(nwt) cos(nwx) + sin(nwt) sin(nwx))f(t) dt

= 1
T

∫ x+T
2

x−T2

(
1
2 +

K∑
n=1

cos(nw(x− t))
)
f(t) dt.

Par le changement de variable t = x+ θ, on trouve

SK(x) = 1
T

∫ T
2

−T2

(
1 + 2

K∑
n=1

cos(nwθ)
)
f(x+ θ) dθ = 1

T

∫ T
2

−T2
DK(θ)f(x+ θ) dθ.

De plus, en découpant
∫ T

2
−T2

=
∫ 0
−T2

+
∫ T

2
0 et en faisant le changement de variable θ = −s

dans la première intégrale, on obtient

SK(x) = 1
T

∫ 0

−T2
DK(θ)f(x+ θ) dθ + 1

T

∫ T
2

0
DK(θ)f(x+ θ) dθ

= − 1
T

∫ 0

T
2

DK(−s)f(x− s) ds+ 1
T

∫ T
2

0
DK(θ)f(x+ θ) dθ

= 1
T

∫ T
2

0
DK(θ) (f(x+ θ) + f(x− θ)) dθ.

Démonstration du Théorème de Dirichlet. En utilisant
∫ T

2
0 DK(x) dx = T

2 , on a

2SK(x)− (f(x+) + f(x−)) = 2
T

∫ T
2

0
DK(θ)

(
f(x+ θ)− f(x+) + f(x− θ)− f(x−)

)
dθ.

Pour x ∈ R fixé, on définit une fonction continue par morceaux g : [0, T2 ]→ C par

g(θ) = f(x+ θ)− f(x+) + f(x− θ)− f(x−)
T sin

(
wθ
2

) , θ 6= 0,

et
g(0) = lim

θ→0+

f(x+θ)− f(x+)
πθ

+ lim
θ→0+

f(x−θ)− f(x−)
πθ

.
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Ainsi,

2SK(x)− (f(x+) + f(x−)) =
∫ T

2

0
g(θ) sin

(
(2K + 1)wθ2

)
dθ.

Le résultat s’obtient par le lemme de Riemann-Lebesgue 2.1 appliqué à l’intégrale ci-
dessus.

Remarque 2.5. Il existe bien d’autres bases hilbertiennes classiques sur L2, par exemple :
les polynômes de Legendre, les fonctions d’Hermite (reliées à la transformée de Fourier
comme nous verons dans le chapitre 3), les fonctions de Laguerre.

2.4 Série de Fourier multi-dimensionnelles

Soit I =]0, 2π[. L’espace L2(IN ) muni du produit scalaire

〈f | g〉 = 1
(2π)N

∫
IN
f(x)g(x) dx

est un espace de Hilbert.

Théorème 2.4. Les fonctions ek(x) = eik·n = eik1x1 · · · eikNxN , pour k ∈ ZN forment
une base hilbertienne de L2(IN ).

On note L2(TN ) l’espace des fonctions de f de RN à valeurs complexes dont la
restriction à IN est de carré intégrable et qui sont 2πZ-périodiques, c’est-à-dire qui
vérifient pour presque pour tout x ∈ RN et tout k ∈ ZN ,

f(x+ 2πk) = f(x).

L’espace L2(TN ) muni du produit canonique est isomorphe isométriquement à L2(IN ).
Tout élément f ∈ L2(IN ) peut se décomposer de façon unique sous forme

f(x) =
∑
k∈ZN

ck(x)eik·x,

la série convergeant en moyenne quadratique sur IN . Les coefficients ck(f) sont donnés
par

ck(f) = 〈f | ek〉 = 1
2π

∫
IN
f(x)e−ik·x dx,

Ils vérifient l’égalité de Bessel-Parseval :

‖f‖2L2(IN ) = 1
(2π)N

∫
IN
|f(x)|2 dx =

∑
k∈ZN

|ck(f)|2.
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3 Transformée de Fourier
La transformation de Fourier est un outil central dans plusieurs domaines des ma-

thématiques. Il a permis dee résoudre certaines équations fondamentales de la physique
mathématique (équation de la chaleur, équation des ondes) en transformant les équa-
tions aux dérivées partielles (EDP) qui les régissent en équations différentielles ordinaires
(ODE) plus faciles à résoudre.

C’est aussi un outil fondamental pour les applications. Il intervient dans tous les
domaines du traitement du signal (filtrage, compression, . . .).

La transformation de Fourier permet d’associer à une fonction f une autre fonction
f̂ , la connaisance d’une de celles-ci permettant, sous de bonnes hypothèses, de retrouver
l’autre par des formules que l’on retrouvera dans ce chapitre. Selon les problèmes que
l’on étudie, c’est parfois f parfois f̂ qui y intervient de manière simple.

Il est très important de savoir passer de l’une de ces fonctions à l’autre pas uniquement
sur le plan numérique ou sur celui des formules explicites mais aussi sur la plan qualitatif :
si on posséde une information (régularité, décroissance, . . .) sur f , que sait-on sur f̂ ; si
on fait subir une transformation à f , qu’advient-il à f̂ ; si l’on combine deux fonctions f
et g peut-on lire cette opération au niveau des transformées de Fourier ; etc ?

Nous allons répondre à ces questions dans ce chapitre et ces connaissances seront
utiles dans des applications.

3.1 Produit de convolution

La notion de produit de convolution, indissociable de la transformation de Fourier,
permet de nombreuses applications dont celles que nous étudierons dans ce paragraphe :
régularisations et approximations de l’identité.

On note L1(R) l’espace des fonctions à valeurs complexes intégrables dans R :

L1(R) = {f : R −→ C : ‖f‖L1 =
∫
R
|f(x)| dx < +∞}.

Comme dans le cas L2, l’intégrale est au sens de Lebesgue et on identifie un élément f
de L1 avec la classe d’équivalence [f ] pour la relation

f ∼ g ⇐⇒ f = g presque partout sur R.

L’espace L1(R) n’est pas une partie de L2(R) et L2(R) n’est pas non plus une partie
de L1(R). Soient

f(x) =
{
x−2/3 si 0 < x < 1
0 sinon

et g(x) =
{
x−2/3 si x > 1
0 sinon

.

Alors, f ∈ L1(R) et f 6∈ L2(R) alors que g 6∈ L1(R) et g ∈ L2(R). Néanmoins, les
propriétés suivantes sont vérifiées.

Proposition 3.1. 1. Si f ∈ L1(R) et f est bornée alors f ∈ L2(R).
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2. Si f ∈ L2(R) et f(x) = 0 pour tout |x| ≥ R (avec R > 0), alors f ∈ L1(R).

Démonstration. 1. Soit M > 0 tel que, pour tout x ∈ R, |f(x)| ≤M . Alors,∫
R
|f(x)|2 dx ≤M

∫
R
|f(x)| dx = M‖f‖L1 < +∞.

2. Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

∫
R
|f(x)| dx =

∫ R

−R
|f(x)| dx ≤

√∫ R

−R
1 dx

√∫ R

−R
|f(x)|2 dx ≤

√
2R‖f‖L2 < +∞.

Théorème 3.1. Soient f, g ∈ L1(R) et r : R2 −→ R définie par r(x, y) = f(x− y)g(y).
Alors,

— Pour presque tout x ∈ R, la fonction y 7→ r(x, y) est intégrable sur R.
— Si on définit, pour presque tout x,

(f ? g)(x) =
∫
R
r(x, y) dy =

∫
R
f(x− y)g(y) dy

alors f ? g ∈ L1(R) et
‖f ? g‖L1 ≤ ‖f‖L1‖g‖L1 .

— Pour f, g, h ∈ L1(R), on a

f ? g = g ? f et (f ? g) ? h = f ? (g ? h).

La fonction f ? g s’appelle le produit de convolution de f et g.

Démonstration. Pour x ∈ R fixé, la fonction à valeurs positives y 7→ |(r(x, y)| est me-
surable. D’après le théorème de Fubini pour les fonctions positives (Fubini-Tonelli), on
a ∫

R2
|r(x, y)| dx dy =

∫
R

∫
R
|f(x− y)||g(y)| dx dy

=
∫
R
|g(y)|

(∫
R
|f(x− y)| dx

)
dy

= ‖f‖1
∫
R
|g(y)| dy = ‖f‖1‖g‖1 < +∞.

et donc r ∈ L1(R× R).
Par la théorème de Fubini, la fonction y 7→ r(x, y) est intégrable sur R pour presque

tout x et que la fonction

x 7→ (f ? g)(x) =
∫
R
r(x, y) dy
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ainsi définie pour presque tout x est intégrable sur R. De plus,

‖f ? g‖1 =
∫
R
|(f ? g)(x)| dx ≤

∫
R

∫
R
|f(x− y)||g(y)| dx dy ≤ ‖f‖1‖g‖1.

Pour presque tout x, la fonction y 7→ f(x − y)g(y) est intégrable et en utilisant le
changement de variable z = x− y, on obtient

(f ? g)(x) =
∫
R
f(x− y)g(y) dy =

∫
R
f(z)g(x− z) dz = (g ? f)(x).

Pour montrer l’associativité, il suffit d’utiliser le théorème de Fubini et on obtient, pour
presque tout x,

((f ? g) ? h)(x) =
∫
R

(f ? g)(x− y)h(y) dy =
∫
R

(g ? f)(x− y)h(y) dy

=
∫
R

(∫
R
g(x− y − z)f(z) dz

)
h(y) dy

=
∫
R

(∫
R
g(x− z − y)h(y) dy

)
f(z) dz

=
∫
R
f(z)(g ? h)(x− z) dz = (f ? (g ? h))(x).

Pour définir ponctuellement le produit de convolution, des hypothèses supplémen-
taires sont nécessaires. Le théorème suivant établit un résultat de régularisation par
produit de convolution.

Théorème 3.2. Soit f ∈ L1(R) et g une fonction continue et bornée dans R. Alors, la
fonction f ? g définie en tout point de R par la formule

(f ? g)(x) =
∫
R
f(x− y)g(y) dy =

∫
R
f(y)g(x− y) dy

est continue et bornée.
De plus, si les dérivées de g jusqu’à l’ordre p (p ≥ 1) existent, sont continues et

bornées, alors il en est de même pour f ? g et on a

∀ k ∈ J1, pK, (f ? g)(k) = f ? (g(k)).

Démonstration. Si g est continue et bornée sur R, alors

|f(y)g(x− y)| ≤ |f(y)|‖g‖∞,

(f ? g)(x) est bien défini pour tout x ∈ R et

|(f ? g)(x)| ≤ ‖f‖L1‖g‖∞.
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D’où, f ? g est bornée et
‖f ? g‖∞ ≤ ‖f‖L1‖g‖∞.

Pour montrer la continuité de f ? g en un point a ∈ R, on considère (xn)n∈N suite de R
qui converge vers a et on applique le théorème de la convergence dominée à

(f ? g)(xn) =
∫
R
f(y)g(xn − y) dy.

La fonction x ∈ R 7→ h(x) = f(y)g(x − y) est continue et donc f(y)g(xn − y) →
f(y)g(a − y) presque partout sur R. De plus, les fonctions à intégrer sont majorées en
valeur absolu par une fonction intégrable indépendante de n : |f(y)|‖g‖∞. On a donc

lim
n→+∞

(f ? g)(xn) =
∫
R
f(y)g(a− y) dy = (f ? g)(a)

ce qui démontre la continuité de f ? g.
Si g est de classe C1 et g′ est bornée, alors la fonction x ∈ R 7→ h(x) = f(y)g(x− y)

est dérivable, pour tout x ∈ R,

h′(x) = f(y)g′(x− y)

et
|h(x)| ≤ |f(y)|‖g′‖∞

qui est une fonction intégrable et indépendante de x. Par le théorème de dérivation des
intégrales à paramètres, on conclut que, pour tout x ∈ R,

(f ? g)′(x) =
∫
R
f(y)g′(x− y) dy = (f ? g′)(x).

Cette fonction est bornée et continue par les arguments utilisés dans la première partie
de cette démonstration en reemplaçant g par g′.

Le cas des dérivées d’ordre supérieur s’obtient par récurrence.

Théorème 3.3. 1. Soient f ∈ L1(R) et g ∈ L2(R). Alors, (f ?g)(x) est bien définie
presque partout. La fonction f ? g appartient à L2(R) et

‖f ? g‖L2 ≤ ‖f‖L1‖g‖L2 .

2. Soient f, g ∈ L2(R). Alors, (f ? g)(x) est bien définie pour tout x. La fonction
f ? g est continue, bornée et tend vers 0 à l’infini. De plus,

‖f ? g‖∞ ≤ ‖f‖L2‖g‖L2 .

33



Démonstration. 1. Par hypothèse, |f |1/2, g ∈ L2(R). En appliquant l’inégalité de
Cauchy-Schwarz dans L2(R), on obtient

|(f ? g)(x)| ≤
∫
R
|f(x− y)|1/2|f(x− y)|1/2|g(y)| dy

≤
√∫

R
|f(x− y)| dy

√∫
R
|f(x− y)||g(y)|2 dy

=
√
‖f‖L1

√
(|f | ? |g|2)(x).

Donc, (f ? g)(x) est bien définie pour presque partout x ∈ R. En utilisant le
théorème de Fubini, on a

‖f ? g‖2L2 =
∫
R
|(f ? g)(x)|2 dx ≤ ‖f‖L1

∫
R

(∫
R
|f(x− y)||g(y)|2 dy

)
dx

= ‖f‖L1

∫
R

(∫
R
|f(x− y)| dx

)
|g(y)|2 dy = ‖f‖2L1‖g‖2L2

et alors
‖f ? g‖L2 ≤ ‖f‖L1‖g‖L2 .

2. Si f, g ∈ L2(R), pour tout x ∈ R, la fonction y 7→ f(x−y) est dans L2(R) et donc
(f ? g)(x) est bien défini et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz

|(f?g)(x)| ≤
∫
R
|f(x−y)||g(y)| dy ≤

√∫
R
|f(x− y)|2 dy‖g‖L2 = ‖f‖L2‖g‖L2 < +∞.

Par conséquent, f ? g est bornée et ‖f ? g‖∞ ≤ ‖f‖L2‖g‖L2 .
Soit (gn)n∈N une suite de fonctions dans Cc(R) telle que gn → g dans L2. Par
l’inégalité précédente, on a

‖f ? gn − f ? g‖∞ = ‖f ? (gn − g)‖∞ ≤ ‖f‖L2‖gn − g‖L2

et donc (f ? gn)n∈N∗ converge uniformément vers f ? g dans R. Par le théorème
3.2, les f ? gn sont des fonctions continues bornées et par conséquent f ? g l’est
aussi.
Pour ε > 0 fixé, soit n0 ∈ N tel que ‖gn0 − g‖L2 < ε

2‖f‖L2
. Comme gn0 ∈ Cc(R), il

existe R > 0 tel que gn0 = 0 sur R\]−R,R[. Alors,

|(f ? g)(x)| ≤ |(f ? (g − gn0)(x)|+ |(f ? gn0)(x)|

≤ ‖f‖L2‖g − gn0‖∞ +
∫ R

−R
|f(x− y)||gn0(y)| dy

≤ ε

2 + ‖gn0‖∞
∫ R

−R
|f(x− y)| dy = ε

2 + ‖gn0‖∞
∫ x+R

x−R
|f(z)| dz.
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La fonction f est sommable sur R alors, il existe M > 0 tel que

x ≥M =⇒
∫ +∞

x−R
|f(z)| dz ≤ ε

2‖gn0‖∞

x ≤ −M =⇒
∫ x+R

−∞
|f(z)| dz ≤ ε

2‖gn0‖∞
.

Alors, si |x| ≥M on a |(f ? g)(x)| ≤ ε
2 . On conclut que

lim
|x|→+∞

(f ? g)(x) = 0.

Remarque 3.1. Le produit de convolution se distingue du produit usuel de fonctions par
le fait qu’il n’existe pas d’unité dans L1(R) pour la convolution, c’est-à-dire, il n’existe
pas de fonction f ∈ L1(R) telle que, pour tout g ∈ L1(R), f ? g = g.

Le théorème suivant donne un procédé pour approcher une fonction intégrable quel-
conque f par des fonctions plus régulières.

Théorème 3.4. (Approximation de l’identité) Soit h ∈ L1(R) avec
∫
R h(x) dx = 1.

On définit, pour n ≥ 1,
hn(x) = nh(nx), x ∈ R.

Alors
1. Si f ∈ L1(R), alors f ? hn converge vers f dans L1(R).
2. Si f ∈ L2(R), alors f ? hn converge vers f dans L2(R).

Démonstration. Nous allons montrer 1. On considère d’abord le cas où f est continue et
nulle hors d’un intervalle ]−R,R[ (R > 0). On a

(f ? hn)(x) =
∫
R
f(x− y)hn(y) dy = n

∫
R
f(x− y)h(ny) dy =

∫
R
f

(
x− z

n

)
h(z) dz.

Puisque
∫
R f(x)h(z) dz = 1 et en utilisant le théorème de Fubini, on a

‖f ? hn − f‖1 =
∫
R
|(f ? hn)(x)− f(x)| dx ≤

≤
∫
R

∫
R

∣∣∣∣f (x− z

n

)
− f(x)

∣∣∣∣ |h(z)| dz dx

=
∫
R

∫ R+1

−R−1

∣∣∣∣f (x− z

n

)
− f(x)

∣∣∣∣ |h(z)| dx dz +
∫
R

∫
|x|≥R+1

∣∣∣∣f (x− z

n

)∣∣∣∣ |h(z)| dx dz

= I1 + I2.

Dans la seconde intégrale, la fonction à intégrer est nulle si | zn | < 1, c’est-à-dire si |z| < n.
On a donc

I2 ≤
∫
R

∫
|x|≥R+1

∣∣∣∣f (x− z

n

)∣∣∣∣ |h(z)| dx dz ≤ ‖f‖L1

∫
|z|≥n

|h(z)| dz −→
n→+∞

0.
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Dans la première intégrale, la fonction à intégrer est majorée par 2‖f‖∞|h(z)| qui est
intégrable sur [−R− 1, R+ 1]× R. Pour chaque (x, z) ∈ [−R− 1, R+ 1]× R,∣∣∣∣f (x− z

n

)
− f(x)

∣∣∣∣ |h(z)| −→
n→+∞

0

et donc, par le théorème de la convergence dominée

lim
n→+∞

I1 = 0.

On conclut que limn→+∞ ‖f ? hn − f‖1 = 0.
Dans le cas général où f ∈ L1(R), pour ε > 0 fixé, on trouve g ∈ Cc(R) telle que

‖f − g‖L1 ≤ ε
3 . D’après l’inégalité triangulaire, on a

‖f ? hn − f‖1 ≤ ‖(f − g) ? hn‖1 + ‖g ? hn − g‖1 + ‖g − f‖1
≤ ‖f − g‖L1‖hn‖L1 + ‖g ? hn − g‖1 + ‖g − f‖1

≤ 2ε
3 + ‖g ? hn − g‖1.

D’après la première partie de la démonstration, on peut trouver n0 ∈ N tel que

∀n ≥ n0, ‖g ? hn − g‖1 ≤
ε

3
et donc

∀n ≥ n0, ‖f ? hn − f‖1 ≤ ε.

Nous admettrons le résultat correspondant pour f ∈ L2(R).

Remarque 3.2. En un certain sens hn → δ0 6∈ L1(R) (masse de Dirac en 0), “élément
neutre” du produit de convolution dans un espace adapté.

Exemple 1. Soit h la fonction égale à 1 sur l’intervalle [−1, 0] et à 0 ailleurs. On a,
pour toute fonction f ∈ L1(R),

f ? hn(x) = 1
n

∫ x+n

x
f(y) dy

dont le membre de droite est la moyenne de f sur l’intervalle [x, x + n]. Si f est une
fonction continue

(f ? hn)(x) = 1
n

(F (x+ n)− F (x))

où F est une primitive de f et donc (f ? hn)(x) → f(x), pour chaque x. La conclusion
du théorèmé est analogue : si f appartient à L1 ou à L2, on a la convergence pour la
norme correspondante.

Exemple 2. Soit h(x) = 1√
π
e−x

2 , pour x ∈ R. Cette fonction est intégrable et de classe
C∞ dans R et d’intégrale 1. Par le théorème précédent, si f ∈ L1(R), f ?hn converge vers
f dans L1, où chacune de ces fonctions est de classe C∞ par le théorème de dérivation
du produit de convolution (théorème 3.2).
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Définition 3.1. Soit f : R −→ C une fonction continue. On appelle support de f
l’adhérence de l’ouvert {x ∈ R : f(x) 6= 0}. Le support de f est un fermé de R noté
supp f .

Proposition 3.2. Soient f, g : R −→ C deux fonctions continues et intégrables sur R.
Alors

supp(f ? g) ⊂ supp f + supp g.

Si deux fonctions continues f et g sont à support compact, alors f ? g est aussi à
support compact.

On rappelle que l’on note Cc(R) l’espace des fonctions continues R −→ C. Plus
généralement, pour tout p ≥ 1, on note Cpc (R) l’espace des fonctions R −→ C de classe
Cp à support compact.

Lemme 3.1. Pour tout p ≥ 1, l’espace Cpc (R) est dense dans l’espace Cc(R) muni de
la norme uniforme. Plus précisément : soit g ∈ Cc(R), il existe une suite de fonctions
gn ∈ Cpc (R) telle que, pour tout n ≥ 1,

‖g − gn‖∞ ≤
1
n

et supp gn ⊂ supp g +Bf

(
0, 1
n

)
.

Démonstration. On note h : R −→ [0,+∞[ la fonction définie sur ]− 1, 1[ par

h(x) = αe
− x2

1−x2

et par zéro en dehors de ]− 1, 1[. On choisit la constante α > 0 de sorte que ‖h‖L1 = 1.
On vérifie que la fonction est de classe C∞ sur R. Pour n ≥ 1, on note

hn(x) = nh(nx).

La fonction hn est de classe C∞ sur R, supphn ⊂ [− 1
n ,

1
n ] et ‖hn‖L1 = ‖h‖L1 = 1.

Soit g ∈ Cc(R). On pose gn = g ? hn, pour n ≥ 1. Par les propriétés du produit de
convolution (théorème 3.2), gn est de classe C∞ sur R et supp gn ⊂ supp g + [− 1

n ,
1
n ].

Comme
∫
R hn(x) dx = 1, on a

g(x)− gn(x) =
∫
R

(g(x)− g(x− y))hn(y) dy

et donc

|g(x)− gn(x)| ≤

 sup
|y|≤ 1

n

|g(x)− g(x− y)|

 ‖hn‖L1

≤ sup
|y|≤ 1

n

|g(x)− g(x− y)|.

Le support de g étabt compact, par le théorème de Heine, g est uniformément continue
sur R. On déduit de la majoration précédente que la suite (gn)n≥1 converge uniformément
vers g.
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La proposition suivante généralise la proposition 2.2 dans le cas de la dimension un
(et reste valable en dimension supérieur et en remplaçant l’espace entier par une partie
ouverte).

Proposition 3.3. Pour tout p ≥ 1, l’espace Cpc (R) est dense dans L2(R).

Démonstration. Soit f ∈ L2(R) et ε > 0. Par la densité de Cc(R) dans L2(R), il existe
g ∈ Cc(R) telle que ‖f − g‖L2 ≤ ε

2 .
On note F = supp g + Bf (0, 1) qui est un compact de R (somme de deux compacts

de R). D’après le résultat précédent, il existe gε ∈ Cpc (R) dont le support est contenu
dans F et telle que

‖g − gε‖∞ ≤
ε

2
√

mes(F )
où mes(F ) est la mesure de Lebesgue de F . Ainsi

‖g − gε‖L2 ≤ ‖g − gε‖∞‖χF ‖L2 ≤
ε

2 .

Finalement
‖f − gε‖L2 ≤ ‖f − g‖L2 + ‖g − gε‖L2 ≤ ε.

3.2 Transformée de Fourier dans L1

3.2.1 Définition et propriétés

Définition 3.2. Pour f ∈ L1(R), la transformée de Fourier de f est la fonction notée
f̂ (ou F(f)), définie pour tout ξ ∈ R par

f̂(ξ) :=
∫
R
f(x)e−ixξ dx. (9)

L’intégrale définissant f̂ est bien définie pour tout ξ ∈ R puisque e−ixξ est de module
1 et f est intégrable.

Remarque 3.3. Il n’existe pas une définition unique de la trasformée de Fourier.
La définition que nous avons choisi est classique en analyse (voir [1]). D’autres au-
teurs, considèrent f̂(ξ) =

∫
R f(x)e−2iπxξ dx. Les physiciens préférent souvent f̂(ξ) =

1√
2π
∫
R f(x)e−ixξ dx et les probabilistes f̂(ξ) =

∫
R f(x)eixξ dx. Ces choix sont motivés

par les différentes applications sspécifiques (préservation de certaines quantités) et n’af-
fectent pas les propriétés qualitatives de la transformée de Fourier.

Théorème 3.5. (Riemann-Lebesgue) Soient f ∈ L1(R) et f̂ sa transformée de Fou-
rier. Alors

— La fonction f̂ est bornée sur R et vérifie

‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1.
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— La fonction f̂ est continue sur R.
— lim|ξ|→+∞ f̂(ξ) = 0.

Ces propriétés sont fondamentales et lorsque nous calculons la transformée de Fourier
d’une fonction L1, il est important de les vérifier (dans la mesure du possible). Si l’une
d’entre elles est mise en défaut, c’est qu’il y a une erreur de calcul !

Démonstration. La première propriété est évident : pour tout ξ ∈ R, on a

|f̂(ξ)| ≤
∫
R
|f(x)e−ixξ| dx =

∫
R
|f(x)| dx = ‖f‖1

et donc ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1.
La continuité de f̂ est une conséquence du théorème de la continuité sous l’intégra-

tion. Soit f ∈ L1(R) et ε > 0 fixés. Il existe K > 0 tel que∫
|x|≥K

|f(x)| dx ≤ ε

4 .

Alors, pour tous t, s ∈ R,

|f̂(t)− f̂(s)| ≤
∣∣∣∣∣
∫
|x|≤K

(
e−itx − e−isx

)
f(x) dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫
|x|≥K

(
e−itx − e−isx

)
f(x) dx

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∣
∫
|x|≤K

(
e−itx − e−isx

)
f(x) dx

∣∣∣∣∣+ 2
∫
|x|≥K

|f(x)| dx

≤
∫
|x|≤K

∣∣∣e−itx − e−isx∣∣∣ |f(x)| dx+ ε

2 .

L’application continue gx : t ∈ R 7→ gx(t) = e−itx est uniformément continue pour
x ∈ [−K,K], c’est-à-dire

∃ δ = δ(f, ε) > 0 : |t− s| ≤ δ =⇒ |e−itx − e−isx| ≤ ε

2‖f‖1
.

Donc, si |t− s| ≤ δ, on a
|f̂(t)− f̂(s)| ≤ ε

ce qui établit la continuité de la transformée de Fourier de la fonction f .
Finalement, montrons que f̂ tend vers 0 à l’infini (Lemme 2.1). Comme eiξ

π
ξ = −1,

en utilisant le changement de variable y = x− π
ξ , pour ξ 6= 0, on obtient

f̂(ξ) =
∫
R
f(x)e−ixξ dx = −

∫
R
f(x)e−i

(
x−π

ξ

)
ξ
dx−

∫
R
f

(
y + π

ξ

)
e−iyξ dy.

En prenant la moyenne des deux expressions de f̂(ξ), il vient

f̂(ξ) = 1
2

∫
R

(
f(x)− f

(
x+ π

ξ

))
e−ixξ dx.
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Puisque f ∈ L1(R), pour ε > 0 fixé, il existe K > 0 et M0 > 0 tels que, si |ξ| ≥M0 alors∣∣∣∣∣
∫
|x|≥K

(
f(x)− f

(
x+ π

ξ

))
e−ixξ dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫
|x|≥K

(
|f(x)|+

∣∣∣∣f (x+ π

ξ

)∣∣∣∣) dx ≤ 2
3ε. (10)

Si l’on sait de plus que f est uniformément continue sur [−K,K] alors, on aurait ;

∃ δ > 0 : ∀x ∈ [−K,K],
∣∣∣∣πξ
∣∣∣∣ ≤ δ =⇒

∣∣∣∣f(x)− f
(
x+ π

ξ

)∣∣∣∣ ≤ ε

3K .

Alors, si |ξ| ≥ max{M0,
π
δ }, on a

|f̂(ξ)| ≤ ε

2 ≤ ε.

Or nous savons seulement que f ∈ L1(R) ce qui n’implique aucune continuité. On se ra-
mène au cas d’une fonction uniformément continue par densité. On sait que C([−K,K])
est dense dans L1([−K,K]). Ainsi, pour K > 0 fixé, pour f ∈ L1([−(K + 1),K + 1],C),
il existe une suite (fn)n∈N d’éléments de C([−(K + 1),K + 1],C) telle que

‖f − fn‖L1([−(K+1),K+1]) −→
n→+∞

0.

Pour ε > 0 fixé, on choisit K > 0 tel que (10) et n0 ∈ N tel que, pour tout n ≥ n0,

‖f − fn‖L1([−(K+1),K+1]) ≤
ε

3 .

On a, pour n ≥ n0 et |ξ| ≥ max{M0, π},

|f̂(ξ)| =
∣∣∣∣12
∫
R

(
f(x)− f

(
x+ π

ξ

))
e−ixξ dx

∣∣∣∣
≤ ε

3 + 1
2

∫
|x|≤K

∣∣∣∣f(x)− f
(
x+ π

ξ

)∣∣∣∣ dx
≤ ε

3 + 1
2

∫
|x|≤K

∣∣∣∣(f − fn)(x)− (f − fn)
(
x+ π

ξ

)∣∣∣∣ dx+ 1
2

∫
|x|≤K

∣∣∣∣fn(x)− fn
(
x+ π

ξ

)∣∣∣∣ dx
≤ ε

3 + 1
2

∫
|x|≤K

(
|(f − fn)(x)|+

∣∣∣∣(f − fn)
(
x+ π

ξ

)∣∣∣∣) dx+ 1
2

∫
|x|≤K

∣∣∣∣fn(x)− fn
(
x+ π

ξ

)∣∣∣∣ dx
≤ ε

3 + 1
22‖f − fn‖L1([−(K+1),K+1]) + 1

2

∫
|x|≤K

∣∣∣∣fn(x)− fn
(
x+ π

ξ

)∣∣∣∣ dx
≤ 2ε

3 + +1
2

∫
|x|≤K

∣∣∣∣fn(x)− fn
(
x+ π

ξ

)∣∣∣∣ dx.
Or fn est uniformément continue sur [−K,K] et comme précédemment,

∃ δ > 0 : ∀x ∈ [−K,K],
∣∣∣∣πξ
∣∣∣∣ ≤ δ =⇒

∣∣∣∣fn(x)− fn
(
x+ π

ξ

)∣∣∣∣ ≤ ε

3K .

D’où, si |ξ| ≥ max{π, πδ ,M0(}, on a

|f̂(ξ)| ≤ 2ε
3 + ε

3 = ε.
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Remarque 3.4. Le schéma de la preuve pour la propriété de Riemann-Lebesgue per-
met également d’établir le résultat suivant : Soit f ∈ L1(R). On considère l’opérateur
translation τh : L1(R) −→ L1(R) défini par

τh(f)(x) = f(x− h), x ∈ R. (11)

Alors,
‖f − τh(f)‖L1 −→

h→0
0.

Ce qui établit la continuité des translations dans l’espace L1(R).

Remarque 3.5. Nous pouvons donner une version plus courte de cette démonstration.
Pour montrer la continuité de f̂ , il suffit d’utiliser le théorème de convergence domi-

née. Pour ξ ∈ R fixé, soit (ξn)n∈N telle que ξn → ξ. On écrit alors

|f̂(ξn)− f̂(ξ)| =
∣∣∣∣∫

R
f(x)

(
e−ixξn − e−ixξ

)
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
R
|f(x)|

∣∣∣e−ixξn − e−ixξ∣∣∣ dx.
Pour n ∈ N, on pose gn(x) = |f(x)|

∣∣∣e−ixξn − e−ixξ∣∣∣. On a, pour presque tout x ∈ R,

gn → 0 et |gn(x)| ≤ 2|f(x)|

et f ∈ L1(R). Ainsi, par le théorème de convergence dominée, on a |f̂(ξn)− f̂(ξ)| → 0
n

.
Pour montrer la propriété de Riemann-Lebesgue, en utilisant la continuité des trans-

lactions dans l’espace L1(R), il suffit alors d’écrire :

|f̂(ξ)| = 1
2

∣∣∣∣∫
R

(
f(x)− f

(
x+ π

ξ

))
e−ixξ dx

∣∣∣∣
= 1

2

∣∣∣∣∫
R

(
f(x)− τ−π

ξ
(f)(x)

)
dx

∣∣∣∣
≤ 1

2

∫
R

∣∣∣f(x)− τ−π
ξ
(f)(x)

∣∣∣ dx
= 1

2‖f − τ−
π
ξ
(f)‖L1 −→

|ξ|→+∞
0.

Exemple - Fonction caractéristique d’un intervalle.
Si χ[a,b] désigne la fonction caratéristique de l’intervalle [a, b], on a, pour tout ξ ∈ R∗,

χ̂[a,b](ξ) =
∫ b

a
e−ixξ dx =

[
−e
−ixξ

iξ

]b
a

= e−iaξ − e−ibξ

iξ
= e−i

a+b
2 ξ e

i b−a2 ξ − e−i
b−a

2 ξ

iξ

= e−i
a+b

2 ξ 2 sin( b−a2 ξ)
ξ
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et χ̂[a,b](0) = b− a.

Exemple - Exponentielles décroissantes.
Pour α > 0, considérons les fonctions H(x)e−αx et e−α|x|, en notant H la fonction

d’Heaviside (c’est-à-dire la fonction caractéristique de R+). On a

̂(H(x)e−αx)(ξ) = 1
α+ iξ

, ̂(e−α|x|)(ξ) = 2α
α2 + ξ2

Sur cet exemple, on remarque un phénomène important : plus une fonction est régulière,
plus sa transformée de Fourier est décroissante à l’infini. Ici, la première fonction a une
discontinuité tandis que la sseconde est continue mais a une dérivée discontinue. On voit
que la transformée de Fourier de la première décroit en 1

ξ alors que celle de la seconde
fonction décroit en 1

ξ2 .

Exemple - Fonctions Gaussiennes.
Pour α > 0, on a

̂(e−αx2)(ξ) =
√
π

α
e−

ξ2
4α .

Exemple - Fractions rationnelles.
Pour α > 0, on a

̂
( 2α
α2 + x2 )(ξ) = 2πe−α|ξ|.

3.2.2 Inversion et injectivité de la transformée de Fourier

Nous montrons que sous certaines hypothèses on peut retrouver la fonction à partir
de sa transformée de Fourier. Pour g ∈ L1(R), on note ǧ ou F̄(g) la fonction définie par

ǧ(x) =
∫
R
g(ξ)eixξ dξ.

Théorème 3.6. (Formule d’inversion) Si f ∈ L1(R) telle que f̂ ∈ L1(R) alors

f(x) = 1
2π

ˇ̂
f(x) = 1

2π

∫
R
f̂(ξ)eixξ dξ presque partout sur R. (12)

Démonstration. La valeur en x de droite de (12) s’écrit 1
2π
∫
R

(∫
R e

i(x−y)ξf(y) dy
)
dξ

mais il est impossible d’appliquer le théorème de Fubini, la fonction à intégrer n’étant
pas sommable dans R. Nous allons la multiplier par la fonction e−ε2 ξ2

4 qui tend vers 1
quand ε→ 0 et évaluer de deux manières différentes l’intégrale.

On pose
Iε(x) = 1

2π

∫∫
R2
ei(x−y)ξe−ε

2 ξ2
4 f(y) dy dξ.
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Le théorème de Fubini est applicable et on obtient, en intégrant d’abord par rapport à
y

Iε(x) = 1
2π

∫
R
eixξe−ε

2 ξ2
4 f̂(ξ) dξ.

Pour tout ε > 0, on a
|eixξe−ε2 ξ2

4 f̂(ξ)| ≤ |f̂(ξ)|

où f̂ ∈ L1(R) et eixξe−ε2 ξ2
4 f̂(ξ) −→

ε→0
eixξ f̂(ξ), presque partout sur R. Alors, par le

théorème de convergence dominée

lim
ε→0

Iε(x) = 1
2π

∫
R
eixξ f̂(ξ) dξ.

Si d’autre part, dans l’expression de Iε(x) on intégre d’abord en ξ, on obtient

Iε(x) = 1
2π

∫
R
f(y)

(∫
R
ei(x−y)ξe−ε

2 ξ2
4 dξ

)
dy =

∫
R
f(y)Gε(x− y) dy = Gε ? f(x)

où
Gε(z) = 1

2π

∫
R
eizξe−ε

2 ξ2
4 dξ = 1

2πF(e−αx2)(−z) = 1
2π

√
π

α
e−

z2
4α

avec α = ε2

4 . Donc,

Gε(z) = 1
ε
G1

(
z

ε

)
avec G1(z) = 1√

π
e−z

2
.

On remarque que la fonction G1 est d’intégrale 1 et donc, la famille G1/n, pour n ∈ N∗,
est une approximation de l’identité. Le théorème 3.4 (approximation de l’identité) assure
que

‖I1/n − f‖L1 = ‖G1/n ? f − f‖L1 → 0.

Alors, il existe φ : N→ N strictement croissante telle que

I1/φ(n) → f presque partout sur R.

Par l’unicité de limite ponctuelle, on conclut que

f(x) = 1
2π

∫
R
eixξ f̂(ξ) dξ pour presque tout x ∈ R.

Remarque 3.6. D’après le théorème 3.5, si f̂ est sommable alors ˇ̂
f est continue et tend

vers 0 à l’infini.
On voit donc que les hypothèses du théorème d’inversion ne peuvent être remplies

que si f est (égale presque partout) à une fonction continue tendant vers 0 à l’infini.

Du théorème précédent, nous obtenons l’injectivité de la transformation de Fourier.
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Corollaire 3.1. Si g, h ∈ L1(R) sont telles que ĝ, ĥ ∈ L1(R) et ĝ = ĥ presque partout,
alors g = h presque partout.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème 3.6 à f = g − h. On a f̂ = ĝ − ĥ = 0
presque partout et donc f = 0 presque partout par la formule d’inversion.

Remarque 3.7. Le résultat plus général reste vrai : si f ∈ L1(R) est telle que f̂ = 0
presque partout, alors f = 0 presque partout. Si g, h ∈ L1(R) sont telles que ĝ = ĥ
presque partout, alors g = h presque partout.

3.2.3 Propriétés fondamentales

La transformée de Fourier transforme le produit de convolution en produit de la
transformée de Fourier. Ce résultat sera fondamental dans plusieurs applications.

Théorème 3.7. Soient f, g ∈ L1(R). Alors

f̂ ? g = f̂ ĝ.

Remarque 3.8. En utilisant la formule d’inversion de Fourier, on peut exprimer la
transformée de Fourier d’un produit à partir du produit de convolution des transformées
de Fourier. Supposons que f, h ∈ L1(R) et on pose g = ȟ. On a alors que g est continue
et bornée et donc fg ∈ L1(R). D’autre part, le produit de convolution de h ∈ L1(R) et
de f̂ (fonction continue bornée) est défini par le théorème 3.2. On a

(̂fg)(ξ) =
∫
R
f(x)g(x)e−ixξ dx =

∫
R
f(x)

(∫
R
h(t)eitx dt

)
e−ixξ dx.

La fonction à intégrer a pour module |f(x)h(t)| qui est sommable dans R2. Par le théo-
rème de Fubini, pour tout ξ ∈ R, on a

(̂fg)(ξ) =
∫
R
h(t)

(∫
R
f(x)e−ix(ξ−t) dx

)
dt =

∫
R
h(t)f̂(ξ − t) dt = f̂ ? h(ξ).

Nous allons ennoncer des propriétés fondamentales de la transformée de Fourier de
l’espace du signal (fonction f) vers celui des fréquences (fonction f̂). Soit f ∈ L1(R).

Translation. Soit h ∈ R. On considère l’opérateur de translation τh défini en (11).
On a bien τhf ∈ L1(R) et, en faisant le changement de variable z = x− h, on a

τ̂hf(ξ) =
∫
R
τhf(x)e−ixξ dx =

∫
R
f(x− h)e−ixξ dx =

∫
R
f(z)e−i(z+h)ξ dz

= e−ihξ f̂(ξ).

On remarque qu’une translation dans l’espace du signal a induit un déphasage en variable
de Fourier (multiplication par une exponentielle complexe).
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Modulation. Pour h ∈ R, on introduit l’application ϕh : R −→ C par ϕh(x) =
f(x)eihx. On a bien ϕh ∈ L1(R) et

ϕ̂h(ξ) =
∫
R
ϕh(x)e−ixξ dx =

∫
R
f(x)e−i(ξ−h)x dx

= f̂(ξ − h).

Ainsi la multiplication par une phase de la fonction initiale induit une translation en la
variable de Fourier.

Homothétie (dilatation). Pour λ > 0, on considère gλ(x) = f(xλ). On a bien
gλ ∈ L1(R) et, en faisant le changemet de variable x = λz, on a

ĝλ(ξ) =
∫
R
gλ(x)e−ixξ dx =

∫
R
f

(
x

λ

)
e−ixξ dx = λ

∫
R
f(z)e−izλξ dz

= λf̂(λξ).

Conjugaison. Si l’on désigne f̄ la conjuguée de f et que l’on définit h(x) = f(−x),
on a bien f̄ , h ∈ L1(R) et

̂̄
f(ξ) =

∫
R
f̄(x)e−ixξ dx =

∫
R
f(x)eixξ dx = f̂(−ξ)

ĥ(ξ) =
∫
R
h(x)e−ixξ dx =

∫
R
f(−x)e−ixξ dx =

∫
R
f(y)eiyξ dy =

∫
R
f(y)e−iyξ dy = f̂(ξ).

De ces dernières propriétés, on en déduit les suivantes.

Proposition 3.4. Soit f ∈ L1(R). On a les cas particuliers suivants :
— Si f est réelle, alors f̂ possède la symétrie hermitienne, c’est-à-dire

∀ ξ ∈ R, f̂(−ξ) = f̂(ξ).

— Si f possède la symétrie hermitienne, alors f̂ est réelle.
— Si f est paire, alors f̂ est paire et

∀ ξ ∈ R, f̂(ξ) = 2
∫ +∞

0
cos(xξ)f(x) dx.

— Si f est impaire, alors f̂ est impaire et

∀ ξ ∈ R, f̂(ξ) = −2i
∫ +∞

0
sin(xξ)f(x) dx.

— Si f est réelle et paire, il en est de même de f̂ .
— Si f est réelle et impaire, alors f̂ est imaginaire pure et impaire.
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Démonstration. Soit f ∈ L1(R) paire. Alors, en posant y = −x,

f̂(ξ) =
∫ 0

−∞
f(x)e−ixξ dx+

∫ +∞

0
f(x)e−ixξ dx

=
∫ 0

−∞
f(−x)e−ixξ dx+

∫ +∞

0
f(x)e−ixξ dx

=
∫ +∞

0
f(y)eiyξ dy +

∫ +∞

0
f(x)e−ixξ dx

=
∫ +∞

0
f(x)(eixξ + e−ixξ) dx = 2

∫ +∞

0
cos(xξ)f(x) dx.

Soit f ∈ L1(R) impaire. Alors, en posant y = −x dans la première intégrale,

f̂(ξ) =
∫ 0

−∞
f(x)e−ixξ dx+

∫ +∞

0
f(x)e−ixξ dx

= −
∫ 0

−∞
f(−x)e−ixξ dx+

∫ +∞

0
f(x)e−ixξ dx

= −
∫ +∞

0
f(y)eiyξ dy +

∫ +∞

0
f(x)e−ixξ dx

=
∫ +∞

0
f(x)(−eixξ + e−ixξ) dx = −2i

∫ +∞

0
sin(xξ)f(x) dx.

3.2.4 Transformée de Fourier et dérivation

On s’intéresse ici au lien entre une fonction, ses dérivées lorsqu’elles existent et vé-
rifient certaines propriétés d’intégrabilité, et la transformée de Fourier. Ces relations
seront utiles lorsque l’on utilisera la transformée de Fourier pour résoudre des équa-
tions différentielles ou partielles mais aussi pour obtenir des équations différentielles
ordinaires satisfaites par la transformée de Fourier (comme dans l’exemple des fonctions
gaussiennes).

Proposition 3.5. (Dérivée de la transformée de Fourier) Soit f ∈ L1(R) telle
que la fonction g : R −→ C définie par g(x) = −ixf(x) appartienne aussi à L1(R)
(c’est-à-dire,

∫
R |x||f(x)| dx < +∞). Alors, f̂ est dérivable et (f̂)′(ξ) = ĝ(ξ).

Démonstration. Soit ξ ∈ R fixé. On va d’abord écrire, pour h ∈ R donné, le taux de
variation

f̂(ξ + h)− f̂(ξ)
h

=
∫
R

e−i(ξ+h)x − e−iξx

h
f(x) dx =

∫
R
e−iξx

(
e−ihx − 1

h

)
f(x) dx

Pour presque tout x ∈ R :

e−iξx
(
e−ihx − 1

h

)
f(x) −→

h→0
−ixe−iξxf(x)
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et ∣∣∣∣∣e−iξx
(
e−ihx − 1

h

)
f(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣e−ihx − 1

h

∣∣∣∣∣ |f(x)| = 1
|h|

∣∣∣∣∫ 1

0
xhe−iλxh dλ

∣∣∣∣ |f(x)|

≤ |x||f(x)| = |g(x)| ∈ L1(R)

où l’on a utilisé le théorème fondamental de l’analyse : si φ(t) = e−itxh, t ∈ [0, 1], on a
écrit

e−ihx − 1 = φ(1)− φ(0) =
∫ 1

0
φ′(t) dt = −i

∫ 1

0
xhe−itxh dt.

Par le théorème de convergence dominée, on a

(f̂)′(ξ) = lim
h→0

f̂(ξ + h)− f̂(ξ)
h

=
∫
R

(−ixf(x))e−iξx dx = ĝ(ξ).

Remarque 3.9. On note que l’intégrabilité de la fonction f , c’est-à-dire la condition∫
R |x||f(x)| dx < +∞, donne la régularité sur la transformée de Fourier. Comme (f̂)′ = ĝ
où g ∈ L1(R), par le théorème de Riemann-Lebesgue 3.5, la transformée de Fourier de
f est de classe C1 (sa dérivée est une fonction continue).

On peut généraliser ce résultat par récurrence.

Corollaire 3.2. Soient p ∈ N∗ et f ∈ L1(R) telle que
∫
R |x|p|f(x)| dx < +∞. Alors, f̂

est de classe Cp.

Proposition 3.6. (Transformée de Fourier de la dérivée) Soit f ∈ L1(R)∩C1(R)
telle que f ′ ∈ L1(R). Alors, pour tout ξ ∈ R,

(̂f ′)(ξ) = iξf̂(ξ).

Ce résultat est fondamental. Sous les hypothèses de la proposition, la transformée de
Fourier remplace la dérivation par la multiplication par iξ (symbole de l’opérateur de
dérivation).

Démonstration. Comme f, f ′ ∈ L1(R), on a

f(x) = f(0) +
∫ x

0
f ′(t) dt −→

x→±∞
f(0) +

∫ ±∞
0

f ′(t) dt

ce qui montre que f admet des limites finies lorsque x → ±∞. Ces limites sont nulles,
car autrement on aurait

∫+∞
−∞ |f(x)| = +∞ ce qui n’est pas le cas si f est sommable.

Comme f ′ ∈ L1(R), par la définition de transformée de Fourier,

(̂f ′)(ξ) =
∫
R
f ′(x)e−ixξ dx = lim

M→+∞

∫ M

−M
f ′(x)e−ixξ dx.
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En intégrant par parties, on obtient

(̂f ′)(ξ) = lim
M→+∞

([
f(x)e−ixξ

]M
−M
−
∫ M

−M
f(x) d

dx
(e−ixξ) dx

)

= lim
M→+∞

(
f(M)e−iMξ − f(−M)eiMξ + iξ

∫ M

−M
f(x)e−ixξ dx

)

Pour tout M > 0 et ξ ∈ R,

|f(M)e−iMξ − f(−M)eiMξ| ≤ |f(M)|+ |f(−M)| −→
M→+∞

0.

D’autre part, par le théorème de convergence dominée,

lim
M→+∞

iξ

∫ M

−M
f(x)e−ixξ dx = iξf̂(ξ).

On en conclut que (̂f ′)(ξ) = iξf̂(ξ).

Remarque 3.10. Comme f ′ ∈ L1(R), par la propriété de Riemann-Lebesgue (théorème
3.5), on a

|(̂f ′)(ξ)| = |ξ||f̂(ξ)| = o(1), |ξ| → +∞ ⇐⇒ |f̂(ξ)| = o

( 1
|ξ|

)
, |ξ| → +∞

⇐⇒ lim
|ξ|→+∞

|ξ||f̂(ξ)| = 0.

Ici o(·) désigne la notation de Landau usuelle, c’est-à-dire pour deux fonctions positives
φ, ψ, φ(x) = o(ψ(x)) lorsque |x| → +∞ ⇐⇒ limx→+∞

φ(x)
ψ(x) = 0. En particulier,

|(̂f ′)(ξ)| = o(1), |ξ| → +∞, traduit que cette quantité tend vers 0 lorsque |ξ| tend vers
+∞.

Cette proposition d’étend par récurrence.

Corollaire 3.3. Soient p ∈ N∗ et f ∈ L1(R) ∩ Cp(R) telle que f (m) ∈ L1(R), pour tout
m ∈ J1, pK. Alors, pour tout ξ ∈ R et m ∈ J1, pK,

(̂f (m))(ξ) = (iξ)mf̂(ξ) et lim
|ξ|→+∞

|ξ|p|f̂(ξ)| = 0.

Les deux propositions et corollaires précédentes indiquent que la transformation de
Fourier échange la régularité et la décroissance à l’infini. Une fonction très régulière
(ayant beaucoup de dérivées dans L1) aura une transformée de Fourier très petite à
l’infini. D’autre part, une fonction très petite à l’infini (telle qu’elle reste sommable après
multiplication par des polynômes dee degré élevé) aura une transformée de Fourier très
régulière.
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3.3 Applications de la transformée de Fourier

La transformée de Fourier intervient dans des nombreuses applications. Nous nous
intéressons ici par celle qui avait motivé son introduction : la résolution de l’équation de
la chaleur.

3.3.1 Équation elliptique

On considère l’équation différentielle linéaire d’ordre 2 non homogène :

−u′′ + u = f (13)

où la source f est une fonction donnée. Par le théorème de Cauchy-Lipschitz, il existe
une unique solution de (13) et donnée initiale u(0) = x0 et u′(0) = y0. Si l’on pose

X =
(
u
u′

)
l’équation (13) peut se réécrire comme

X ′ = AX +
(

0
−f

)
, X(0) =

(
x0
y0

)
, A =

(
0 1
1 0

)
.

L’exponentielle de la matrice A est :

eAt =
∑
k≥0

tkAk

k! .

On vérifie facilement que A2k = I2 et A2k+1 = A, pour tout k ∈ N, où I2 est la matrice
identité de R2. Ainsi, pour tout t ≥ 0,

eAt =
∑
k≥0

t2kA2k

(2k)! +
∑
k≥0

t2k+1A2k+1

(2k + 1)! =
∑
k≥0

t2k

(2k)!I2+
∑
k≥0

t2k+1

(2k + 1)!A = cosh(t)I2+sinh(t)A.

La solution s’écrit alors :

X(t) = eAtX(0) +
∫ t

0
eA(t−s)

(
0

−f(s)

)
ds. (14)

Sous des conditions appropriées, on peut résoudre l’équation (13) en variable de
Fourier. Supposons que f ∈ L1(R) ∩ C1(R) et u ∈ C2(R) est une solution de (13) telle
que u, u′, u′′ ∈ L1(R). En appliquant la proposition 3.6, on a, pour tout ξ ∈ R,

û′′(ξ) = −iξû′(ξ) = (−iξ)2û(ξ) = −ξ2û(ξ).

Alors, en variable de Fourier, l’équation s’écrit

(ξ2 + 1)û(ξ) = f̂(ξ) ⇐⇒ û(ξ) = 1
1 + ξ2 f̂(ξ) = φ̂(ξ)f̂(ξ)
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où φ(x) = 1
2e
−|x|, x ∈ R. Par le théorème 3.7, on conclut que

û(ξ) = φ̂ ? f(ξ)

De plus,
|û(ξ)| ≤ φ̂(ξ)‖f̂‖∞ ≤ φ̂(ξ)‖f‖L1

et donc û ∈ L1(R). Alors, par le corollaire du théorème d’inversion 3.6, on a

u(x) = φ ? f(x) =
∫
R
φ(x− y)f(y) dy = 1

2

∫
R
e−|x−y|f(y) dy.

On peut montrer que cette expression définit bien une fonction de classe C2 (si f ∈
L1(R) ∩ C1(R)).

3.3.2 Équation de la chaleur

En dimension 1 de l’espace, la température u(t, x) au point x et à l’instant t dans
un corps conducteur de chaleur obéit à l’équation suivante (en égalant à 1 les contantes
physiques et en supposant le corps parfaitement isolé)

∂u

∂t
= ∂2u

∂x2 . (15)

Cette équation est une équation aux dérivées partielles (EDP) car elle fait intervenir les
dérivées par rapport au temps t et à l’espace x.

Le problème de Cauchy pour l’équation homogène consiste à trouver une fonction
u(t, x) définie sur [0,+∞[×R vérifiant{

∂u
∂t (t, x) = ∂2u

∂x2 (t, x), (t, x) ∈]0,+∞[×R
u(0, x) = g(x), x ∈ R

(16)

où g est une fonction donnée dans R, continue et sommable.
La transformée de Fourier va permettre de transformer l’EDP de la chaleur en une

EDO facile à résoudre.
Supposons que u est une solution de (17) de classe C2, dont les dérivées partielles

en x jusqu’à l’ordre 2 sont, pour chaque valeur de t, sommables dans R. On suppose
de plus, pour t, les fonctions ∂u

∂t (t, x) sont majorées en module par une fonction h(x),
sommable dans R. On définit ũ = Fx(u) la transformée de Fourier partielle (en x) de u :

ũ(t, ξ) =
∫
R
u(t, x)e−ixξ dx.

En appliquant la proposition 3.6, à t fixé, on a Fx(∂u∂x)(ξ) = iξFx(u)(ξ) et

∂̃2u

∂x2 (ξ) = (iξ)2ũ(ξ) = −ξ2ũ(ξ).
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Par le théorème de dérivation d’une intégrale à paramètre, on a

∂ũ

∂t
(t, ξ) = ∂

∂t

(∫
R
u(t, x)e−ixξ dx

)
=
∫
R

∂u

∂t
(t, x)e−ixξ dx = Fx(∂u

∂t
)

car |∂u∂t (t, x)e−ixξ| = |∂u∂t (t, x)| ≤ h(x) qui est sommable dans R.
En écrivant l’égalité des trasformées de Fourier partielles de (17), on obtient{

( ∂∂t + ξ2)ũ(t, ξ) = 0, (t, ξ) ∈]0,+∞[×R
ũ(0, ξ) = ĝ(ξ)

(17)

On obtient alors
ũ(t, ξ) = ĝ(ξ)e−tξ2

.

Comme g ∈ L1(R), ĝ ∈ L∞(R) et le membre de droite est donc sommable. En appliquant
la formule d’inversion de Fourier (théorème 3.6), on a

u(t, x) = 1
2π

∫
R
ũ(t, ξ)eixξ dξ = 1

2π

∫
R
ĝ(ξ)e−tξ2

eixξ dξ.

Si l’on pose Gt(x) = 1√
4πte

− |x|
2

4t , on sait que G̃t(ξ) = e−tξ
2 et donc

ũ(t, ξ) = ĝ(ξ)e−tξ2 = ĝ(ξ)G̃t(ξ) = Fx(g ? Gt)(ξ).

Les deux fonctions sommables u(t, ·) et Gt ? g ont la même transformée de Fourier. Elles
sont donc égales presque partout et la solution u est donnée par

u(t, x) = (Gt ? g)(ξ). (18)

La formule (18) fournit une solution de (17) sous des hypothèses très faibles.

Proposition 3.7. Si g ∈ L1(R), alors la fonction u(t, x) donnée par

u(t, x) = (Gt ? g)(ξ) = 1√
4πt

∫
R
e−
|x−y|2

4t g(y) dy

est de classe C∞ sur ]0,+∞[×R et vérifie l’équation de la chaleur (17). De plus,

∀ t ≥ 0, ‖u(t, ·)‖∞ ≤ ‖g‖L1 , lim
t→0
‖u(t, ·)− g‖L1 = 0.

3.4 Transformée de Fourier dans L2

Nous allons étendre aux fonctions de carré sommable la définition de la transforma-
tion de Fourier. Celle-ci ne sera plus définie par une intégrale, et nous utiliserons un
procédé d’approximation dans l’espace L2.

Lemme 3.2. Soient f, g ∈ L1(R) telles que f̂ , ĝ ∈ L1(R). Alors, les fonctions f, g, f̂ , ĝ ∈
L2(R) et on a
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1. 〈f̂ | ĝ〉L2 = 2π〈f | g〉L2 (identité de polarisation),
2. ‖f̂‖L2 =

√
2π‖f‖L2 (identité de Plancherel).

Démonstration. D’après la formule d’inversion (théorème 3.6), chacune des fonctions
f , g, f̂ , ĝ est la transformée de Fourier d’une fonction sommable et est donc bornée
(théorème 3.5). Ces fonctions sont sommables et bornées, alors par la proposition 3.1,
elles sont de carré sommable. On a∫

R
f(x)g(x) dx = 1

2π

∫
R

(∫
R
f̂(ξ)eixξ dξ

)
g(x) dx.

La fonction |f̂(ξ)eixξg(x)| est d’intégrale finie sur R2, alors par le théorème de Fubini,
on a

〈f | g〉L2 = 1
2π

∫
R
f̂(ξ)

(∫
R
g(x)eixξ dx

)
dξ = 1

2π

∫
R
f̂(ξ)

(∫
R
g(x)e−ixξ dx

)
dξ

= 1
2π

∫
R
f̂(ξ)ĝ(ξ) dξ = 1

2π 〈f̂ | ĝ〉L2 .

Lemme 3.3. Soient f, g ∈ L1(R) ∩ L2(R). Alors, f̂ , ĝ ∈ L2(R) et on a
1. 〈f̂ | ĝ〉L2 = 2π〈f | g〉L2 (identité de polarisation),
2. ‖f̂‖L2 =

√
2π‖f‖L2 (identité de Plancherel).

Démonstration. On considère la fonction h(x) = 1√
π
e−x

2 qui est d’intégrale 1 sur R et
on considère l’approximation de l’identité hn(x) = nh(nx), n ∈ N∗. Par le théorème 3.4,
les fonctions f ? hn appartiennent à L1(R) ∩ L2(R) et convergent vers f à la fois dans
L1 et dans L2. On pose fn = f ? hn et gn = g ? hn.

D’après le théorème 3.7,
f̂n = f̂ ? hn = f̂ ĥn,

où f̂ est bornée et ĥn(ξ) = ĥ(ξ) = e−
ξ2
4 et donc f̂n ∈ L1(R). On a de même ĝn ∈ L1(R).

En appliquant le lemme 3.2, on obtient

sup
p∈N
‖f̂n+p − f̂n‖L2 =

√
2π sup

p∈N
‖fn+p − fn‖L2 −→

n→+∞
0.

La suite (f̂n)n∈N∗ est de Cauchy dans L2(R) et donc, elle converge vers une fonction
ϕ dans L2(R). De plus, il existe une sous-suite (f̂φ(n))n∈N∗ qui converge vers ϕ presque
partout. D’autre part, comme fn → f dans L1, on sait que f̂n → f̂ uniformément et donc
ponctuellement. Par l’unicité de limite presque partout, on a f̂ = ϕ presque partout.

Par cet argument, on conclut que f̂ , ĝ ∈ L2(R) et que

‖f̂n − f̂‖L2 −→
n→+∞

0 et ‖ĝn − ĝ‖L2 −→
n→+∞

0.
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En appliquant à nouveau le lemme 3.2, pour tout n ∈ N∗, on a

〈f̂n | ĝn〉L2 = 2π〈fn | gn〉L2 .

En passant à la limite lorsque n → +∞ et par la continuité du produit scalaire, on
obtient

〈f̂ | ĝ〉L2 = 2π〈f | g〉L2 .

Théorème 3.8. (Transformée de Fourier dans L2)
Soit f ∈ L2(R). Pour tout suite (fn)n∈N d’éléments de L1(R) ∩ L2(R) qui converge

vers f en moyenne quadratique, la suite (f̂n)n∈N converge en moyenne quadratique. La
limite ne dépend pas (à égalité presque partout) de la suite (fn)n∈N choisie, on la note
F(f) et on l’appelle la transformée de Fourier-Plancherel de f .

L’application f 7→ 1√
2πF(f) est linéaire, bijective et isométrique de L2(R) sur lui-

même. L’application inverse est 1√
2π F̄ .

Démonstration. Soit f ∈ L2(R). Il existe des suites (fn)n∈N d’éléments de L1(R)∩L2(R)
qui convergent vers f en moyenne quadratique. Il suffit de considérer, pour chaque n ∈ N,
fn(x) = f(x) si |x| ≤ n et fn(x) = 0 sinon. Si l’on choisit gn = hn ? fn, avec hn comme
dans le lemme précédent, on a (gn)n∈N suite d’éléments de L1(R) ∩ L2(R) qui converge
vers f en moyenne quadratique et telle que ĝn ∈ L1(R).

En appliquant l’identité de polarisation, on a

sup
p∈N
‖f̂n+p − f̂n‖L2 =

√
2π sup

p∈N
‖fn+p − fn‖L2 −→

n→+∞
0.

La suite (f̂n)n∈N est de Cauchy dans L2(R) et elle converge en moyenne quadratique
vers un certain élément de L2(R) que l’on notera F(f). Si (ϕn)n∈N est une autre suite
d’éléments de L1(R) ∩ L2(R) qui converge vers f en moyenne quadratique, le même
argument montre que la suite (ϕ̂n)n∈N converge vers un certain élément ϕ ∈ L2(R). En
appliquant l’identité de Plancherel, on a

‖F(f)− ϕ‖L2 = lim
n→+∞

‖f̂n − ϕ̂n‖L2 = 2π lim
n→+∞

‖fn − ϕn‖L2 = 0

et donc F(f) = ϕ presque partout.
Soient f, g ∈ L2(R) et soient (fn)n∈N et (gn)n∈N deux suites d’éléments de L1(R) ∩

L2(R) qui convergent vers f et g, respectivement, en moyenne quadratique. On a

〈F(f) | F(g)〉L2 = lim
n→+∞

〈f̂n | ĝn〉L2 = 2π lim
n→+∞

〈fn | gn〉L2 = 2π〈f | g〉L2

Donc Φ : L2(R) −→ L2(R) définie par Φ(f) = 1√
2πF(f) est une isométrie.

Soit g ∈ L2(R). Il existe (gn)n∈N suite d’éléments de L1(R) ∩ L2(R) telle que

‖gn − g‖L2 −→
n→+∞

0 et ǧn ∈ L1(R),
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où
ǧn(x) = ĝn(−x) =

∫
R
gn(ξ)eixξ dξ

(transformée de Fourier inverse). Comme précédemment, on montre que la a suite
(F̄(gn))n∈N converge en moyenne quadratique vers une limite qui ne dépend pas de
la suite (gn)n∈N. On la note F̄(g).

Montrons que, pour tout f ∈ L2(R) ;

1
2π F̄ ◦ F(f) = f.

Soit (fn)n∈N suite de L1(R) ∩ L2(R) telle que ‖fn − f‖L2 −→
n→+∞

0 et f̂n ∈ L1(R). Alors,

f̂n ∈ L2(R) et

lim
n→+∞

‖f̂n −F(f)‖L2 = 0 et lim
n→+∞

‖ ˇ̂
fn − F̄ ◦ F(f)‖L2 = 0.

Or par le théorème d’inversion 3.6

ˇ̂
fn = 2πfn presque partout sur R.

Par l’unicité de limite dans L2(R), on conclut que F̄ ◦ F(f) = 2πf .
Donc les applications f 7→ 1√

2πF et f 7→ 1√
2π F̄ sont bijectives et inverses l’une de

l’autre.

Remarque 3.11. Si f ∈ L2(R) mais f 6∈ L1(R) alors, pour tout ξ ∈ R, la fonction
x 7→ f(x)e−ixξ n’est pas sommable et la formule intégrable (9) n’est pas valable. La
seule méthode pour déterminer F(f) est de déterminer une suite (fn)n∈N d’éléments de
L1(R)∩L2(R) qui converge en moyenne quadratique vers f et ensuite, calculer la limite
en moyenne quadratique de la suite (f̂n)n∈N (où les f̂n se calculent par la formule (9)).

Néanmoins, on peut souvent se ramener à un calcul d’intégrales semi-convergentes.

Théorème 3.9. Soit f ∈ L2(R) et supposons que, pour presque tout ξ ∈ R,

lim
R→+∞

∫
|x|≤R

f(x)e−ixξ dx = ϕ(ξ).

Alors, on a F(f)(ξ) = ϕ(ξ) presque partout.

Démonstration. Pour R > 0, on considère fR(x) = f(x) si |x| ≤ R et fR(x) = 0 sinon.
Alors, fR ∈ L1(R) ∩ L2(R) et ‖fR − f‖L2 −→

R→+∞
0. Donc,

lim
R→+∞

‖f̂R −F(f)‖L2 = 0.

On peut trouver une suite (Rn)n∈N qui tend vers +∞ lorsque n→ +∞ telle que f̂Rn →
F(f) presque partout. Alors, par l’hypothèse, on conclut que F(f) = ϕ presque partout.
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Remarque 3.12. Nous pouvons montrer également que si g ∈ L2(R) et, pour presque
tout x ∈ R,

lim
R→+∞

∫
|ξ|≤R

g(ξ)eixξ dξ = ψ(x).

Alors, on a F̄(g)(x) = ψ(x) presque partout.

Exemple. Soit a > 0. La fonction sinus cardinal :

f(x) = sin(ax)
x

appartient à L2(R) mais pas à L1(R). On peut calculer sa transformée Fourier par deux
méthodes :

1. En utilisant la méthode ci-dessus et le fait que limR→+∞
∫ R

0
sinx
x dx = π

2 .
2. En utilisant la transformée de Fourier de la fonction caractéristique χ[−a,a] et le

fait que F et 1
2π F̄ sont inverses l’une de l’autre.

Par les deux méthodes, on doit trouver

F(f) = πχ[−a,a].

Les propriétés de la transformation de Fourier s’étendent à L2. Toutes les propriétés
de symétrie, de transformation par translaction et par dilatation vues pour les fonctions
sommables sont valables telles quelles.

Proposition 3.8. Soit f de classe C1 dans R telle que f et f ′ soient de carré sommable.
Alors, pour tout ξ ∈ R,

F(f ′)(ξ) = iξF(f)(ξ).

Il n’y a pas d’analogue de la proposition 3.5. Si f et x 7→ xf(x) sont de carré
intégrable, il n’est pas toujours vrai que F est de classe C1.

Théorème 3.10. Soient f ∈ L1(R) et g ∈ L2(R). Alors, pour tout ξ ∈ R, on a

F(f ? g)(ξ) = f̂(ξ)F(g)(ξ).

Nous vérifions que les deux membres définissent des éléments de L1(R). Si f ∈ L1(R)
et g ∈ L2(R), par le théorème 3.3, f ? g ∈ L2(R) et sa transformée de Fourier F(f ? g)
est définie et dans L2(R). Au membre de droite, on a le produit ordinaire de F(g) qui
appartient à L2(R) par la fonction f̂ qui est bornée, ce qui donne un élément de L2(R).

Théorème 3.11. Soient f, g ∈ L2(R). Alors, pour tout ξ ∈ R, on a

f̂g = 1
2πF(f) ? F(g).

Au membre de gauche, fg ∈ L1(R) et sa transformée de Fourier f̂g est continue,
bornée et tend vers 0 à l’infini. Au membre de droite, on a le produit de convolution de
deux élémens de L2(R) qui d’après le théorème 3.3 est continue, bornée et tend vers 0 à
l’infini.
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3.5 La transformée de Fourier multi-dimensional

La notion de transformée de Fourier s’étend naturellement au cas multi-dimensional.
Soit d ∈ N∗. De façon naturelle, pour

f ∈ L1(Rd) = {f : Rd −→ C mesurable :
∫
Rd
|f(x)| dx < +∞}

on définit la transformée de Fourier multi-dimensionnelle par

f̂(ξ) =
∫
Rd
f(x)e−i〈x|ξ〉 dx, ξ ∈ Rd (19)

où 〈· | ·〉 désigne le produit scalaire euclidien de Rd. Il est fondamental pour les applica-
tions, qu’elles soient en physique (équations de la chaleur et des ondes) ou en probabilités
et statistiques, de considérer le cas multi-dimensionel.

Les résultats énoncés précédemment s’étendent naturellement au cas multi-dimensional.
Le théorème 3.6 s’écrit dans ce cas :

Théorème 3.12. Si f ∈ L1(Rd) telle que f̂ ∈ L1(Rd) alors

f(x) = 1
(2π)d

ˇ̂
f(x) = 1

(2π)d
∫
Rd
f̂(ξ)eixξ dξ presque partout sur Rd.

Le résultat suivant, généralise la proposition 3.5 au cas multi-dimensionnel et, établit
une relation entre la décroissante à l’infini de f et la régularité de f̂ .

Proposition 3.9. Soit f ∈ L1(Rd) telle que |x|f ∈ L1(Rd), c’est-à-dire∫
Rd
|f(x)| dx < +∞ et ∀ j = 1, . . . , d,

∫
Rd
|xj ||f(x)| dx < +∞

alors f ∈ C1(Rd) et, pour tout j = 1, . . . , d,

∂f̂

∂xj
(ξ) = −i

∫
Rd
xjf(x)e−i〈x|ξ〉 dx = −i(̂xjf)(ξ).

Plus généralement, pour p ≥ 1, si (1 + |x|p)f ∈ L1(Rd) alors f̂ ∈ Cp(Rd).

Le résultat suivant, généralise la proposition 3.6 au cas multi-dimensionnel et, établit
une relation entre la régularité de f et la décroissante à l’infini de f̂ .

Proposition 3.10. Soit f ∈ L1(Rd) ∩ C1(Rd) telle que, pour tout j = 1, . . . , d, ∂f
∂xj
∈

L1(Rd). Alors, pour tout ξ ∈ Rd,

∂̂f

∂xj
(ξ) =

∫
Rd

∂f

∂xj
(x)e−i〈x|ξ〉 dx = iξj f̂(ξ).

Plus généralement, pour p ≥ 1, si L1(Rd) ∩Cp(Rd) et toutes les dérivées partielles de f
de f jusqu’à l’ordre p appartiennent à L1(Rd) alors

lim
|ξ|→+∞

|ξ|pf̂(ξ) = 0.
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Le prolongement de la transformée de Fourier à l’espace L2(Rd) se fera de façon
similaire au cas unidimensionnel.

Théorème 3.13. Les applications f ∈ L1(Rd) 7→ f̂ et g ∈ L1(Rd) 7→ ǧ s’étendent en
des applications linéaires et bijectives de L2(Rd) dans lui-même, notées F et F̄ , respec-
tivement. L’application f 7→ 1

(2π)d/2F(f) est isométrique et son inverse est 1
(2π)d/2 F̄ .
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