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Université d’Evry Val-d’Essonne

Année 2022/2023

1



Table des matières

1 Suites 3
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1 Suites

1.1 Définition et exemples

Définition 1.1 Soient E et I deux ensembles. Une famille d’éléments de E indexée par
l’ensemble I, notée (ui)i∈I est la donnée pour chaque indice i ∈ I d’un élément ui ∈ E. On
note EI l’ensemble des familles d’éléments de E indexées par I.

Une suite à valeurs dans E est une famille (un)n∈N d’éléments de E indexée par
l’ensemble N des entiers naturels. On notera EN l’ensemble des suites à valeurs dans E.

Une famille (un)n≥n0 d’éléments de E indexée par l’ensemble des entiers naturels plus
grands qu’un entier n0 est appelée une suite d’éléments de E définie à partir du rang n0.

Exemples.

1. Soit E = C(R,R) et fn(x) = n2x − n, x ∈ R, pour chaque n ∈ N. Alors, (fn)n∈N est
une suite d’éléments de E indexée par l’ensemble N.

2. Soit (Ai)i∈I une famille de parties d’un ensemble X. On définit la réunion ∪i∈IAi et
l’intersection ∩i∈IAi par

∪i∈IAi = {x ∈ X : ∃ i ∈ I t.q. x ∈ Ai} et ∩i∈I Ai = {x ∈ X : ∀ i ∈ I, x ∈ Ai}.

3. Une suite à valeurs réelles est appelée suite numérique. Dans ce cas, E = R et I = N.

Définition 1.2 (Limite d’une suite numérique) Soit (un)n∈N une suite numérique réelle.

1. On dit que (un)n∈N converge vers 0 (lorsque n tend vers +∞) si

∀ε > 0, ∃N = N(ε) ∈ N : ∀n ≥ N |un| < ε,

et on note limn→+∞ un = 0.

2. On dit que (un)n∈N converge vers l ∈ R (lorsque n tend vers +∞) si la suite vn = un−l
converge vers 0, c’est-à-dire

∀ε > 0, ∃N = N(ε) ∈ N : ∀n ≥ N |un − l| < ε,

et on note limn→+∞ un = l.

On dit que (un)n∈N est convergente s’il existe l ∈ R tel que un converge vers l.

Remarque 1.1 Une suite numérique (un)n∈N converge vers 0 si et seulement si elle vérifie
la propriété suivante : pour tout ε > 0, le nombre d’indices n tels que |un| ≥ ε est fini.

On rappelle la propriété fondamentale de R.

Théorème 1.1 (Propriété de la borne supérieure) Toute partie A non vide et majorée
de R admet une borne supérieure dans R, notée supA, définie comme le plus petit des majo-
rants de A :

S = supA ⇐⇒
{
∀ a ∈ A, a ≤ S
∀M majorant de A, S ≤M.

Le résultat suivant donne une caractérisation de la borne supérieure d’une partie non vide
et majorée de R.
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Proposition 1.1 Soit A une partie non vide et majorée de R et S un majorant de A. On a
S = supA si et seulement si l’une des deux propriétés (équivalentes) est vérifiée :

1. pour tout ε > 0, il existe a ∈ A tel que S − ε < a ≤ S,
2. il existe une suite (an)n∈N de A qui converge vers S.

Remarque 1.2 Une partie de R n’est pas nécessairement majorée ou minorée, car R n’admet
pas plus grand élément, ni plus petit élément. Il est alors commode de rajouter à R deux
ensembles distinctes et n’appartenant pas à R que nous noterons +∞ et −∞ ; on obtient
ainsi la droite achevée R = R ∪ {+∞} ∪ {−∞}. On prolonge à R la relation d’ordre de R
en posant −∞ < x < +∞ pour tout x ∈ R. Alors, R est un ensemble totalement ordonné
dont toute partie est bornée supérieurement et inférieurement. De plus, une partie A de R est
majorée dans R si et seulement si supRA ∈ R et dans ce cas, supRA = supRA.

Corollaire 1.1 Soit (un)n∈N une suite numérique croissante (resp. décroissante). Alors,
(un)n∈N est convergente si et seulement si (un)n∈N est majorée (resp. minorée). De plus,
on a dans ce cas limn→+∞ un = supn∈N un (resp. limn→+∞ un = infn∈N un).

Preuve. Il suffit de démontrer la condition suffisante. Par la propriété de la borne supérieure,
(un)n∈N admet une borne supérieure l = supn∈N un. D’après la Proposition 1.1, pour tout
ε > 0, il existe N ∈ N tel que l − ε ≤ xN ≤ l, d’où l − ε ≤ xn ≤ l pour tout n ≥ N . Donc,
(un)n∈N converge vers l.

Pour x nombre réel, la partie entière de x, notée E(x) est le plus grand entier inférieur ou
égal à x. Plus précisement, on a le résultat suivant.

Proposition 1.2 (Partie entière) Soit x ∈ R. Il existe un unique nombre entier E(x) tel
que E(x) ≤ x < E(x) + 1 et x− 1 < E(x) ≤ x appelé partie entière de x.

Preuve. Pour x ≥ 0, par la propriété d’Archimède, il existe N ∈ N tel que N ≥ x.
L’ensemble A = {n ∈ N∗ : n ≤ x} est donc borné et donc fini. Alors, E(x) = maxA.

Exemple. La suite
(

1
2n

)
n∈N converge vers 0 quand n tend vers +∞.

1ère démonstration : si ε > 0 et si N(ε) = 1 +E

(
ln( 1

ε)
ln 2

)
, alors pour tout n ≥ N(ε), on a

n ≥
ln
(
1
ε

)
ln 2

=⇒ n ln 2 > ln

(
1

ε

)
=⇒ 2n = en ln 2 >

1

ε
=⇒

∣∣∣∣ 1

2n

∣∣∣∣ < ε.

2ème démonstration : la suite
(

1
2n

)
n∈N est décroissante et minorée (par 0), donc conver-

gente. Soit limn→+∞
1
2n = l. En passant à la limite lorsque n tend vers +∞ dans égalité :

1

2n+1
=

1

2

1

2n
,

on obtient l = 1
2 l et donc l = 0.
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Proposition 1.3 Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites numériques réelles. Alors

1. Si (un)n∈N est convergente, elle est bornée.

2. Si (un)n∈N et (vn)n∈N sont convergentes , alors (un + vn)n∈N et (unvn)n∈N sont aussi
convergentes et

lim
n→+∞

(un + vn) = lim
n→+∞

un + lim
n→+∞

vn, lim
n→+∞

unvn = lim
n→+∞

un × lim
n→+∞

vn.

3. Si (un)n∈N converge vers 0 et (vn)n∈N est bornée, alors (unvn)n∈N converge vers 0.

Une notion utile est la notion de série numérique.

Définition 1.3 (Somme d’une série numérique convergente) Soit (un)n∈N une suite
de nombres réels. On appelle série de terme général un la suite (Sn)n∈N de terme général
Sn =

∑n
k=0 uk. Les nombres Sn sont appellés les sommes partielles de la série. Lorsque la

suite (Sn)n∈N a une limite (finie ou non), on la note S =
∑+∞

n=0 un et on l’appelle somme
de la série.

Si cette limite est finie, la série est dite convergente, autrement elle est dite divergente.

Définition 1.4 La différence entre la somme de la série
∑

n≥0 un (lorsqu’elle existe et est
finie) et Sn est appelée reste d’ordre n de la série :

Rn = S − Sn =
+∞∑

k=n+1

uk, où S =
+∞∑
n=0

un.

On se rappelle de certaines propriétés des séries numériques.

Proposition 1.4

1. Soit
∑

n≥0 un une série à termes positifs (c’est-à-dire : ∀n ∈ N, un ≥ 0). Alors, elle
est convergente si et seulement si (Sn)n∈N est majorée. Dans ce cas

+∞∑
n=0

un = lim
n→+∞

Sn = sup
n∈N

Sn.

Sinon, elle diverge vers +∞ et on note
∑+∞

n=0 un = +∞.

2. Soit
∑

n≥0 un une série absolument convergente (c’est-à-dire : la série à termes positifs∑
n≥0 |un| est convergente). Alors la série

∑
n≥0 un est convergente.

1.2 Suites extraites. Théorème de Bolzano-Weierstrass

Définition 1.5 (Suite extraite) Soient E un ensemble et (ui)i∈I une famille d’éléments de
E indexée par un ensemble I. Si J est une partie de I (J ⊂ I), la sous-famille (ui)i∈J de
la famille (ui)i∈I consiste à ne retenir la donnée des ei ∈ E que pour les indices i ∈ J .

Une suite extraite ou sous-suite d’une suite (un)n∈N à valeurs dans E est une sous-
famille (un)n∈A où A est une partie infinie de N. Écrivant

A = {n0, n1, n2, . . . , nk, nk+1, · · · }, avec nk < nk+1, ∀ k ∈ N,

on voit que A peut s’écrire A = ϕ(N) où l’application ϕ : k 7→ ϕ(k) = nk est strictement
croissante de N dans N. La suite extraite (ou sous-suite) (un)n∈A sera notée (unk

)k∈N ou
(uϕ(n))n∈N.
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Exemple. Soit (un)n∈N ∈ RN. On peut extraire de cette suite la sous-suite des termes de
rang pair : (u2n)n∈N et la sous-suite des termes de rang impair : (u2n+1)n∈N.

Remarque 1.3 Si ϕ : N −→ N est strictement croissante alors, pour tout n ∈ N, ϕ(n) ≥ n.

Proposition 1.5 Toute suite extraite d’une suite convergente est convergente et a la même
limite.

Définition 1.6 (Valeur d’adhérence) Soit (un)n∈N ∈ RN. Le nombre l est une valeur
d’adhérence de la suite (un)n∈N s’il existe une suite extraite (uϕ(n))n∈N telle que limn→+∞ uϕ(n) =
l.

Exemples.

1. La suite un = (−1)n a deux valeurs d’adhérence : 1 et −1.

2. La suite un = sin(nπ2 ) a comme valeurs propres : −1, 0, 1.

3. La suite zéro-virgule. On définit une suite (un)n∈N ∈ RN comme suit : on écrit n en
base 10 et on écrit devant “0,”. Plus précisemment, pour n = 1, . . . , 9, on pose un = n

10 ;
pour n = 10, . . . , 99, on pose un = n

100 ; plus généralement, pour n ∈ [10k−1, 10k − 1],
on pose un = n10−k, k ∈ N∗. Alors l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(un)n∈N ∈ RN est l’intervalle [ 1

10 , 1].

Théorème 1.2 (Bolzano-Weierstrass) Toute suite bornée de nombres réels a au moins
une valeur d’adhérence.

Preuve. Soit (un)n∈N une suite numérique réelle bornée. On pose vn = supp≥n up. La suite
(vn)n∈N est décroissante et minorée, donc convergente, on note l sa limite. On construit une
suite extraite (unk

)k∈N telle que |l− unk
| ≤ 1

k , pour k > 0. On effectue cette construction par
récurrence sur k ∈ N∗. On prend, par exemple, n0 = 0 et on suppose définis n1, · · · , nk−1.
Alors, il existe n > nk−1 tel que |l−vn| ≤ 1

2k et d’après la définition de vn, il existe nk ≥ n tel
que |vn − unk

| ≤ 1
2k . D’où |l − unk

| ≤ 1
k . La suite extraite (unk

)k∈N ainsi construite converge
vers l.

Remarque 1.4 Soit (un)n∈N une suite numérique réelle bornée. Les nombres

lim sup
n→+∞

un = inf
n∈N

sup
p≥n

up et lim inf
n→+∞

un = sup
n∈N

inf
p≥n

up

sont la plus grande valeur d’adhérence et la plus petite valeur d’adhérence de la suite (un)n∈N,
respectivement. La suite (un)n∈N est convergente si et seulement si lim sup

n→+∞
un = lim inf

n→+∞
un.

Le résultat suivant est une généralisation du théorème de Bolzano-Weierstrass en dimen-
sion finie supérieure à 1.

Proposition 1.6 Soit k ∈ N∗. Toute suite bornée de Rk admet une suite extraite convergente
dans Rk.
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Preuve. On raisonne par récurrence sur k ≥ 1.
Dans le cas k = 1, il suffit d’appliquer le théorème de Bolzano-Weierstrass.
Supposons le résultat vrai pour k− 1, avec k ≥ 2. Soit (xn)n∈N une suite bornée de Rk =

Rk−1×R. On écrit xn = (xn,1, xn,2, . . . , xn,k) = (yn, xn,k), avec yn = (xn,1, xn,2, . . . , xn,k−1) ∈
Rk−1. Puisque (xn)n∈N est une suite bornée de Rk, (yn)n∈N est une suite bornée de Rk−1 et
(xn,k)n∈N est une suite réelle bornée.

Par l’hypothèse de récurrence, il existe une suite extraite (yφ(n))n∈N et y = (a1, . . . , ak−1) ∈
Rk−1 tels que limn→+∞ yφ(n) = y. Par le théorème de Bolzano-Weierstrass, il existe une suite
extraite (xφ(ψ(n)),k)n∈N de (xφ(n),k)n∈N et ak ∈ R tels que limn→+∞ xφ(ψ(n)),k = ak. D’où,
(xφ(ψ(n)))n∈N est une suite extraite de (xn)n∈N telle que

lim
n→+∞

xφ(ψ(n)) = lim
n→+∞

(yφ(ψ(n)), xφ(ψ(n)),k) = (y, ak) = (a1, . . . , ak) ∈ Rk.

Donc, (xφ(ψ(n)))n∈N est une suite extraite de (xn)n∈N qui converge dans Rk.

1.3 Normes dans Rk

Dans la suite, K = R ou K = C.

Définition 1.7 Soit E un espace vectoriel sur K. Une norme sur E est une application
N : E −→ R+ qui satisfait les propriétés suivantes :

1. Positivité : pour tout x ∈ E, N(x) ≥ 0.

2. Homogénéité : pour tous x ∈ E, λ ∈ K, N(λx) = |λ|N(x).

3. Inégalité triangulaire : si x, y ∈ E, alors N(x+ y) ≤ N(x) +N(y).

4. Séparation : si x ∈ E, N(x) = 0 ⇐⇒ x = 0.

Une application qui satisfait les propriétés 1., 2. et 3. mais pas forcèment 4. est appelé une
semi-norme sur E.

Habituellement une norme est notée par N(x) = ‖x‖ ou N(x) = |x|.

Il est important de retenir l’inégalité suivante, conséquence immédiate de l’inégalité tri-
angulaire : si ‖ · ‖ est une semi-norme sur E, alors

∀x, y ∈ E, |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖.

Un espace vectoriel normé est la donnée d’un espace vectoriel E et d’une norme ‖ · ‖ sur
E.

Exemple. La norme naturelle sur R est la valeur absolue. Dans toute la suite, en absence
d’indication contraire, l’ensemble R sera toujours muni de cette norme et de la distance qu’elle
définit.

La norme naturelle sur C est le module, si z = a+ ib ∈ C, alors |z| =
√
a2 + b2.

Exemples de normes dans Rk.
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1. Soit k ∈ N∗. La norme

‖x‖1 =
k∑
i=1

|xi|, x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk,

est la norme produit formée à partir de la norme usuelle sur R.

2. La relation
‖x‖∞ = max

1≤i≤k
|xi|, x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk,

définie une norme sur Rk.
3. On définit la norme euclidienne canonique dans Rk par :

‖x‖2 =

√√√√ k∑
i=1

|xi|2, pour x = (x1, . . . , xk).

Définition 1.8 Soient N1 et N2 deux normes sur un espace vectoriel E. On dit que N1 et
N2 sont équivalentes s’il existe deux constantes α, β > 0 telles que

∀x ∈ E, αN1(x) ≤ N2(x) ≤ βN1(x).

Théorème 1.3 Dans un espace de dimension finie E sur le corps K, toutes les normes sont
équivalentes.

Preuve. Soit B = (e1, . . . , ek) une base de E (k = dim(E)). Si x =
∑k

i=1 xiei, avec
x1, . . . , xk ∈ K, on note

N2(x) =
k∑
i=1

|xi|.

L’application N2 ainsi définie sur E est une norme.
Il suffit maintenant de montrer que toute norme sur E est équivalente à celle-ci. Soit N1

une norme sur E. On a

N1(x) = N1

(
k∑
i=1

xiei

)
≤

k∑
i=1

|xi|N1(ei) ≤
k∑
i=1

|xi| max
1≤j≤k

N1(ej) = N2(x) max
1≤j≤k

N1(ej).

Soit A = {x ∈ E : N2(x) = 1} et θ = infx∈AN1(x). Par la caractérisation de borne inférieure
(voir Proposition 1.1) ; il existe (xn)n∈N suite d’éléments de E telle que N2(xn) = 1 et
limn→+∞N1(xn) = θ. On applique k fois le théorème de Bolzano-Weierstrass pour trouver
ϕ : N −→ N strictement croissante telle que xϕ(n),i → x∞,i dans K. Alors,

θ = inf
A
N1(x) = N1((x∞,1, . . . , x∞,k)) = N1(x∞) > 0

et N2(x∞) = 1. Donc, pour tout x ∈ E,

N1(x) ≥ N1(x∞)N2(x).

Remarque 1.5 La réciproque du Théorème 1.3 est vraie. Mais le résultat est faux en dimen-
sion infinie.
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2 Convergence dans un espace métrique

2.1 Distance

Définition 2.1 (Distance) Sur un ensemble E, on appelle distance une application d :
E × E −→ R qui vérifie les propriétés suivantes :

1. Positivité : pour tous x, y ∈ E, d(x, y) ≥ 0.

2. Symétrie : pour tous x, y ∈ E, d(x, y) = d(y, x).

3. Inégalité triangulaire : pour tous x, y, z ∈ E, d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

4. Séparation : pour tous x, y ∈ E, d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

Un espace métrique (E, d) est un ensemble E muni d’une distance d.

Remarque 2.1 Une conséquence directe de l’inégalité triangulaire est l’inégalité suivante :

∀x, y, z ∈ E, |d(x, y)− d(x, z)| ≤ d(y, z).

Exemples.

1. La distance discrète sur E : d(x, y) = 0 si x = y et d(x, y) = 1 si x 6= y.

2. La distance usuelle sur K = R ou K = C : d(x, y) = |x− y|, x, y ∈ K.

3. La distance euclidienne sur Rk :

d((x1, . . . , xk), (y1, . . . , yk)) =

√√√√ k∑
i=1

(xi − yi)2.

On se rappelle de l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur Rd :

∀ (x1, · · · , xk), (y1, · · · , yk) ∈ Rk,

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤
√√√√ k∑

i=1

x2i

√√√√ k∑
i=1

y2i .

L’inégalité triangulaire s’obtient en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz : si x, y, z ∈
Rk, alors

k∑
i=1

(xi − yi)2 =

k∑
i=1

(xi − zi + zi − yi)(xi − yi)

≤
k∑
i=1

|xi − zi||xi − yi|+
k∑
i=1

|zi − yi||xi − yi|

≤

√√√√ k∑
i=1

(xi − zi)2

√√√√ k∑
i=1

(xi − yi)2 +

√√√√ k∑
i=1

(zi − yi)2

√√√√ k∑
i=1

(xi − yi)2

=


√√√√ k∑

i=1

(xi − zi)2 +

√√√√ k∑
i=1

(zi − yi)2


√√√√ k∑

i=1

(xi − yi)2,

et donc d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).
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4. Si (E, ‖ · ‖) est un espace vectoriel normé alors l’application d : E × E −→ R définie
par

d(x, y) = ‖x− y‖

est une distance sur E. On l’appelle la distance associée à la norme ‖ · ‖.
5. Sur C([0, 1],R), l’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R, on peut définir les

distances :

d1(f, g) =

∫ 1

0
|f(t)− g(t)| dt,

d2(f, g) =

√∫ 1

0
|f(t)− g(t)|2 dt,

d∞(f, g) = sup
t∈[0,1]

|f(t)− g(t)|.

Définition 2.2 Soit (E, d) un espace métrique et F une partie de E. Alors d définit une
distance d|F sur F par d|F (x, y) = d(x, y), pour tous x, y ∈ F . On dira que l’espace métrique
(F, d|F ) (ou simplement F ) est une sous-espace de l’espace métrique (E, d).

Proposition 2.1 (Distance produit) Soient (E1, d1) et (E2, d2) deux espaces métriques.
L’application d définie par

d((x1, x2), (y1, y2)) = d1(x1, y1) + d2(x2, y2),

est une distance sur E1 × E2, appelée la distance produit. L’espace métrique (E1 × E2, d)
est appelé espace produit des espaces métriques (E1, d1) et (E2, d2).

2.2 Convergence d’une suite

La notion de distance permet de définir la limite d’une suite à valeurs d’un espace métrique
(E, d).

Définition 2.3 Soit (E, d) un espace métrique et soit (xn)n∈N une suite d’éléments de E.
On dit que (xn)n∈N converge vers une limite x ∈ E si

lim
n→+∞

d(xn, x) = 0.

On note alors limn→+∞ xn = x. On dit que (xn)n∈N est convergente s’il existe x ∈ E tel que
(xn)n∈N converge vers x.

Proposition 2.2 La limite d’une suite convergente de EN est unique.

Exemples.

1. Si d est la distance discrète sur E, alors une suite est convergente si et seulement si
elle est constante à partir d’un certain rang.

2. Sur (Rk, d), où d est la distance euclidienne, une suite (xn)n∈N est convergente si et
seulement si, pour tout 1 ≤ i ≤ n, la suite numérique (xn,i)n∈N est convergente.
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Définition 2.4 On dit que deux distances sur un même ensemble E sont topologiquement
équivalentes si elles ont les mêmes suites convergentes.

On dit que deux distances d1 et d2 sur E sont métriquement équivalentes (ou équivalentes)
s’il existe α, β > 0 tels que

∀x, y ∈ E, αd2(x, y) ≤ d1(x, y) ≤ βd2(x, y).

Remarque 2.2 Il est facile de montrer que deux distances équivalentes sont topologiquement
équivalentes.

Exemples.

1. Sur E = Rk, les distances d2, d1 et d∞ sont équivalentes (et topologiquement équivalentes).

2. Sur E = R, les distances usuelle et discrète ne sont pas topologiquement équivalentes.

Proposition 2.3 Soit (E, d) un espace métrique et soit F une partie de E. Alors, une suite
(yn)n∈N ∈ FN est convergente dans le sous-espace métrique (F, d|F ) si et seulement si elle est
convergente dans (E, d) et que sa limite appartient encore à F .

Proposition 2.4 Soient (E1, d1), . . . , (Ek, dk), avec k ∈ N∗, k espaces métriques. Une suite
((x1n, . . . , x

k
n))n∈N ∈ (E1 × . . .×Ek)N est convergente pour la distance produit si et seulement

si la suite (xin)n∈N est convergente dans (Ei, di), pour tout 1 ≤ i ≤ k.

Le résultat suivant nous indique que l’on aurait pu faire un autre choix pour la distance
produit :

Proposition 2.5 Si (E1, d1), . . . , (Ek, dk) sont k espaces métriques (où k ∈ N∗), alors les
distances D1, D2 et D∞ définies sur le produit E1 × . . .× Ek par

D1((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =
n∑
i=1

di(xi, yi),

D2((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =

√√√√ n∑
i=1

di(xi, yi)2,

D∞((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = max
1≤i≤n

di(xi, yi),

où xi, yi ∈ Ei, pour tout 1 ≤ i ≤ k, sont équivalentes (et donc aussi topologiquement
équivalentes). Plus précisément : pour tous x, y ∈ E1 × . . .× Ek,

D∞(x, y) ≤ D2(x, y) ≤ D1(x, y) ≤ nD∞(x, y).

Nous généralisons la notion de valeur d’adhérence d’une suite dans un espace métrique
(E, d).

Définition 2.5 Soit E un ensemble et soit (xn)n∈N une suite à valeurs dans E. Une suite
extraite de la suite (xn)n∈N est une suite (yn)n∈N de la forme yn = xϕ(n) où ϕ est une
application strictement croissante de N dans N.

Le point x est une métriquement équivalentesvaleur d’adhérence ou un métriquement
équivalentespoint d’accumulation de la suite (xn)n∈N s’il existe une suite extraite (xϕ(n))n∈N
telle que limn→+∞ xϕ(n) = x.
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Remarque 2.3 Soient (E1, d1), . . . , (Ek, dk) des espaces métriques et soint (xn,i)n∈N une
suite dans Ei, pour tout 1 ≤ i ≤ k. On définit une suite (xn)n∈N dans E = E1 × . . .×Ek par
xn = (xn,1, . . . , xn,k), n ∈ N.

Si x = (x1, . . . , xk) est une valeur d’adhérence de (xn)n∈N alors, pour tout 1 ≤ i ≤ k, le
point xi est une valeur d’adhérence de la suite (xn,i)n∈N dans (Ei, di). La réciproque n’est pas
vraie.

Contre-exemple. On définit la suite (xn)n∈N dans R2 par :

x2n = (x1,2n, x2,2n) = (n, 0) et x2n+1 = (x1,2n+1, x2,2n+1) = (0, n).

Il est facile de voir que 0 est valeur d’adhérence des deux suites (x1,n)n∈N et (x2,n)n∈N mais
(0, 0) n’est pas valeur d’adhérence de (xn)n∈N.

Proposition 2.6 Toute suite extraite (xφ(n))n∈N d’une suite convergente (xn)n∈Nest conver-
gente et a la même limite que (xn)n∈N.
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3 Ouverts et fermés dans un espace métrique

3.1 Définitions

Définition 3.1 Soit (E, d) un espace métrique et soient x ∈ E et r > 0. La boule ouverte
de centre x et rayon r est l’ensemble

B(x, r) = {y ∈ E : d(x, y) < r}.

La boule fermée de centre x et rayon r est l’ensemble

Bf (x, r) = {y ∈ E : d(x, y) ≤ r}.

Exemple. Soit E = [0, 1[ muni de la distance usuelle d(x, y) = |x− y|. Pour tout x ∈ E et
tout r > 0, on a

B(x, r) =


[0, x+ r[ si x < r ≤ 1− x

]x− r, x+ r[ si r ≤ x ≤ 1− r
]x− r, 1[ si 1− x ≤ r ≤ x

et

Bf (x, r) =


[0, x+ r] si x < r ≤ 1− x

[x− r, x+ r] si r ≤ x ≤ 1− r
[x− r, 1[ si 1− x ≤ r ≤ x

Définition 3.2 Soient (E, d) un espace métrique, (xn)n∈N ∈ EN et A une partie de E.

1. On dit que (xn)n∈N ∈ EN est une suite bornée s’il existe x ∈ E et r > 0 tels que

∀n ∈ N, xn ∈ B(x, r).

2. On dit que A est une partie bornée de E s’il existe x ∈ E et r > 0 tels que

A ⊂ B(x, r).

Exemples.

1. Il est évident que toute suite convergente dans (E, d) est une suite bornée.

2. Toute boule ouverte ou fermée d’un espace métrique (E, d) est une partie bornée de
E.

3. L’ensemble A = {(x, y) ∈ R2 : xy = 1} n’est pas borné dans R2.

4. L’ensemble B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + xy + y2 ≤ 1} est borné dans R2.

Définition 3.3 Soit (E, d) un espace métrique et soit A une partie de E.

1. On dit que x ∈ E est un point intérieur de A si x ∈ A et si A contient une boule de
centre x :

∃ r > 0 : B(x, r) ⊂ A.

On dit que A est un voisinage de x et on note A ∈ Vx, si x est un point intérieur de
A.

2. L’ensemble des points intérieures de A est appelé l’ intérieur de A et est noté Å ou
int(A). On a l’équivalence :

x ∈ Å ⇐⇒ ∃ r > 0 : B(x, r) ⊂ A.
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Définition 3.4 Soit A une partie d’un espace métrique (E, d).

1. A est un ouvert de E si A = Å, c’est-à-dire

∀x ∈ A, ∃ r > 0 : B(x, r) ⊂ A.

2. A est un fermé de E si son complémentaire E \A est un ouvert de E.

Exemples.

1. Une boule ouverte est une partie ouverte.

Soit A = B(a, r), avec a ∈ E et r > 0. Soit x ∈ B(a, r). On prend r′ = r− d(a, x) > 0.
Pour tout y ∈ B(x, r′), on a

d(y, a) ≤ d(y, x) + d(x, a) < r′ + d(x, a) = r

alors y ∈ B(a, r). On conclut que B(x, r′) ⊂ A = B(a, r). Donc, A est un ouvert de E

2. Une boule fermée est une partie fermée.

Soit A = Bf (a, r), avec a ∈ E et r > 0. On montre que E \Bf (a, r) est un ouvert. Soit
x ∈ E \Bf (a, r). On prend r′ = d(a, x)− r > 0. Pour tout y ∈ B(x, r′), on a

d(a, x) ≤ d(a, y) + d(y, x) < d(a, y) + r′

et alors
d(a, y) > d(a, x)− r′ = r.

Donc, B(x, r′) ⊂ E \Bf (a, r). D’où, E \Bf (a, r) est un ouvert.

3. La partie vide ∅ et la partie totale E de E sont toujours des parties ouvertes et fermées
de E.

Proposition 3.1 Soient (E, d) un espace métrique, A une partie de E et x ∈ A. Alors, x est
un point intérieur de A si et seulement si pour toute (xn)n∈N ∈ EN telle que limn→+∞ xn = x,
il existe N ∈ N tel que, xn ∈ A si n ≥ N .

En particulier, une partie A non vide est ouverte de E si et seulement si pour toute suite
à valeurs dans E qui converge vers un élément de A est à valeurs dans A à partir d’un certain
rang.

Remarque 3.1 Soient A et B deux parties d’un espace métrique (E, d). Alors,

1. Å est un ouvert de E. De plus, Å est le plus grand ouvert de E contenu dans A.

2. int(Å) = Å.

3. Si A ⊂ B alors Å ⊂ B̊.

3.2 Union, intersection d’ouverts et de fermés

Soit (E, d) un espace métrique.
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Proposition 3.2

1. Soit (Ai)i∈I une famille de parties ouvertes de E. L’union
⋃
i∈I

Ai est une partie ouverte

de E.

2. Soient A1, . . . , Ak des parties ouvertes de E. L’intersection

k⋂
i=1

Ai est une partie ouverte

de E.

Preuve.

1. Si x ∈
⋃
i∈I

Ai, il existe j ∈ I tel que x ∈ Aj . Puisque Aj est ouverte, il existe r > 0 tel

que B(x, r) ⊂ Aj . Alors, B(x, r) ⊂
⋃
i∈I

Ai.

2. Si x ∈
⋂
i∈I

Ai, pour tout i = 1, . . . , k, il existe ri > 0 tel que B(x, ri) ⊂ Ai. On pose

r = min1≤i≤k ri > 0. Alors, pour tout i = 1, . . . , k,

B(x, r) ⊂ B(x, ri) ⊂ Ai.

D’où, B(x, r) ⊂
⋂
i∈I

Ai.

Proposition 3.3

1. Soit (Ai)i∈I une famille de parties fermées de E. L’intersection
⋂
i∈I

Ai est une partie

fermée de E.

2. Soient A1, . . . , Ak des parties fermées de E. L’union
k⋃
i=1

Ai est une partie fermée de

E.

Preuve. Conséquence de la proposition précédente, en passant aux complémentaires.

Remarque 3.2

1. En général, l’intersection d’une famille infinie de parties ouvertes n’est pas ouverte.

Exemple. Soit E = R et An =] − 1
n ,+

1
n [, pour tout n ≥ 1. On a

⋂
n≥1An = {0} qui

n’est pas une partie ouverte de R (c’est une partie fermée de R).

2. En général, l’union d’une famille infinie de parties fermées n’est pas fermée.

Exemple. Soit E = R et An = [ 1n , 1], pour tout n ≥ 1. On a
⋃
n≥1An =]0, 1] qui n’est

une partie fermée de R.

Remarque 3.3 Soit A une partie de E. L’intérieur de A est l’union des parties ouvertes de
E contenues dans A.

3.3 Adhérence et caractérisation des parties fermées par les suites

Définition 3.5 L’intersection des parties fermées de E contenant A est la plus petite partie
fermée de E contenant A et s’appelle l’adhérence de A dans E. On note Ā l’adhérence de
A.
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Remarque 3.4 Soient A et B deux parties d’un espace métrique (E, d). Alors :

1. A ⊂ Ā.

2. Ā = Ā.

3. int(E \A) = E \ Ā. Cet ensemble est appelé l’extérieur de A.

4. E \A = E \ Å.

5. On appelle frontière de A, notée ∂A ou Fr(A), l’ensemble des points qui ne sont
intérieures ni extérieurs à A. Plus précisemment,

∂A = Ā \ Å = Ā ∩ E \A.

Les ensembles ∂A et Å sont disjoints.

6. Si A ⊂ B alors Ā ⊂ B̄.w

Exemple. Sur E = Z muni de la distance usuelle d(x, y) = |x− y|, on a

B(0, 1) = {0}, B(0, 1) = {0}, Bf (0, 1) = {−1, 0, 1}.

Attention. Il ne faut pas confondre Bf (x, r) qui est la boule fermée de centre x et rayon

r > 0 et B(x, r) qui est l’adhérence de la boule ouverte de centre x et rayon r > 0. Par
définition,

B(x, r) ⊂ Bf (x, r)

car B(x, r) ⊂ Bf (x, r), mais on n’a pas forcément l’égalité, comme le montre l’exemple ci-
dessus.

Dans un espace métrique, l’adhérence de la boule ouverte de rayon r n’est pas nécessairement
égale à la boule fermée de rayon r.

Proposition 3.4 Soient (E, d) un espace métrique et A une partie de E. Soit x ∈ E. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

1. x ∈ Ā.

2. Pour tout r > 0, B(x, r) ∩A 6= ∅.
3. Il existe une suite (xn)n∈N d’éléments de A, telle que limn→+∞ xn = x.

Preuve. 3. =⇒ 2. Pour tout r > 0, on a xn ∈ A ∩B(x, r), pour n assez grand.

2. =⇒ 3. Pour n ≥ 1, on prend xn ∈ A∩B(x, 1n). Alors, (xn)n∈N est une suite d’éléments
de A et limn→+∞ xn = x

1. =⇒ 2. On montre la contraposée. Si B(x, r) ∩ A = ∅, alors B(x, r) est une partie
ouverte contenue dans E \A, donc x ∈ int(E \A) = E \ Ā, d’où x 6∈ Ā.

2. =⇒ 1. Si x 6∈ Ā = E \ int(E \ A), il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ E \ A. Donc,
B(x, r) ∩A = ∅.

Corollaire 3.1 Soit A une partie de l’espace métrique E. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

1. A est une partie fermée de E.
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2. Ā = A.

3. La limite de toute suite (xn)n∈N d’éléments de A qui converge dans E appartient à A.

Proposition 3.5 Soient A et B deux parties non vides d’un espace métrique (E, d). Alors,

A ∪B = Ā ∪ B̄.

Remarque 3.5 Soient A et B deux parties non vides d’un espace métrique (E, d). Alors,

A ∩B ⊂ Ā ∩ B̄.

Mais, en général, A ∩B 6= Ā∩ B̄. Contre-exemple. Soient E = R, A = Q et B = R\A. Alors,
Ā = B̄ = R et A ∩B = ∅.

Définition 3.6 Soit (E, d) un espace métrique et D une partie de E. On dit que D est dense
dans E si D̄ = E.

Exemple. D = Q est dense dans E = R (muni de la distance usuelle).

3.4 Sous-espaces

Soit (E, d) un espace métrique et F une partie de E munie de la distance induite d|F .

Théorème 3.1 Soit A une partie de F .

1. A est une partie ouverte de F si et seulement s’il existe une partie O ouverte dans E
telle que A = O ∩ F .

2. A est une partie fermée de F si et seulement s’il existe une partie C fermée de E telle
que A = C ∩ F .

3. Si F est une partie ouverte de E, alors A est ouverte de F si et seulement si elle est
ouverte de E.

4. Si F est une partie fermée de E, alors A est fermée de F si et seulement si elle est
fermée de E.

Preuve. 1. Soit A partie ouverte de F . Pour tout x ∈ A, il existe rx > 0 tel que

BF (x, rx) = B(x, rx) ∩ F ⊂ A.

Alors, O = ∪x∈AB(x, rx) est un ouvert de E et

A = O ∩ F.

Réciproquement, supposons qu’il existe une partie O ouverte dans E telle que A = O∩F .
Soit x ∈ A. Alors, x ∈ B et il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ O. Donc, BF (x, r) = B(x, r)∩F ⊂
O ∩ F = A. On conclut que A est une partie ouverte dans F .

2. Une partie A est fermée dans F si et seulement si F \A est ouverte dans F . D’après la
question 1, cela équivaut à dire qu’il existe O ouvert dans E telle que (E \A)∩ F = F \A =
O ∩ F , c’est-à-dire A = (E \O) ∩ F , où E \O est une partie fermée dans E.
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3. Soit A une partie de F . Alors, A est ouverte dans F si et seulement s’il existe O ouverte
dans E telle que A = O ∩ F . Si A est ouverte dans F , puisque F est ouverte dans E, A le
sera aussi (réunion de deux parties ouvertes est une partie ouverte). Réciproquement, si A est
ouverte dans E, puisque A = A ∩ F , on conclut que A est aussi une partie ouverte dans F .

4. Même raisonnement qu’en 3.

Exemple. L’ensemble A = {(x, y) ∈ [0, 2] × [0, 2] : x2 + y2 > 1} est une partie ouverte de
[0, 2]× [0, 2] qui n’est pas ouverte de R2.

3.5 Applications continues entre deux espaces métriques

Définition 3.7 Soient (E, dE) et (F, dF ) deux espaces métriques et f : E −→ F une appli-
cation. Alors, f est continue au point x ∈ E si elle vérifie l’une des propriétés équivalentes
suivantes :

1. ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 : ∀ y ∈ E, dE(x, y) < δ =⇒ dF (f(x), f(y)) < ε.

2. ∀ (xn)n∈N ∈ EN, limn→+∞ dE(xn, x) = 0 =⇒ limn→+∞ dF (f(xn), f(x)) = 0.

Remarque 3.6 En conséquence de la proposition 2.4, si (E, dE), (F, dF ) et (G, dG) sont trois
espaces métriques, si f : E −→ F et g : E −→ G sont deux applications et si x ∈ E, alors
(f, g) est continue en x (comme application de E dans l’espace produit F ×G) si et seulement
si f et g sont continues au point x.

Proposition 3.6 Soient (E, dE), (F, dF ) et (G, dG) trois espaces métriques et soient f :
E −→ F et g : F −→ G deux applications. Alors, si f est continue au point x de E et g est
continue au point f(x) de F , alors g ◦ f est continue au point x.

Définition 3.8 Soient (E, dE) et (F, dF ) deux espaces métriques et f : E −→ F une appli-
cation. On dit que f est continue de E dans F (ou continue sur E) si elle est continue en
tout point de E.

Théorème 3.2 Soient (E, dE), (F, dF ) deux espaces métriques et f : E −→ F . Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. f est continue.

2. L’image réciproque par f d’une partie ouverte de F est une partie ouverte de E.

3. L’image réciproque par f d’une partie fermée de F est une partie fermée de E.

Preuve. 2. ⇐⇒ 3. Soit B une partie de F . Alors,

f−1(F \B) = E \ f−1(B)

D’autre part, B est ouverte dans F si et seulement si F \B est fermée dans F et f−1(B) est
ouverte dans E si et seulement si E \ f−1(B) est fermée dans E, d’où l’équivalence.

1 =⇒ 2. Soient B une partie ouverte de F et x ∈ f−1(B). Alors, f(x) ∈ B et il existe
r > 0 tel que B(f(x), r) ⊂ B. Par la continuité de f , il existe δ > 0 telle que

∀ z ∈ E, dE(x, z) < δ =⇒ dF (f(x), f(z)) < r.
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Donc, pour tout z ∈ B(x, r), f(z) ∈ B, c’est-à-dire B(x, r) ⊂ f−1(B).

2 =⇒ 1. Soit x ∈ E et ε > 0. On pose B = B(f(x), ε) qui est un ouvert de F . Alors, par
l’hypothèse, f−1(B) est un ouvert de E. Il existe δ > 0 tel que B(x, δ) ⊂ f−1(B), c’est-à-dire

∀ y ∈ B(x, δ), f(y) ∈ B = B(f(x), ε),

ce qui équivaut à dire
dE(x, y) < δ =⇒ dF (f(x), f(y)) < ε.

Remarque 3.7 L’image par f d’une partie ouverte (respectivement, fermée) dans E n’est
pas nécessairement ouverte (respectivement, fermée) dans F . Exemple : Soient E = F = R
et f(x) = x2

1+x2
. L’image f(R) = [0, 1[ n’est ni ouverte ni fermée dans R.

Exemple. L’ensemble A = {(x, y) ∈ R2 : x2 − xy + y2 > 0} est une partie ouverte de R2

car A = f−1(]0,+∞[) où f est l’application continue sur R2 définie par f(x, y) = x2−xy+y2

et ]0,+∞[ est un intervalle ouvert de R.

Définition 3.9 Soit k > 0. On dit que f : E −→ F est k-lipschitzienne si

∀x, y ∈ E, dF (f(x), f(y)) ≤ kdE(x, y).

On dit que f est lipschitzienne s’il existe k > 0 telle que f est k-lipschitzienne.

Proposition 3.7 Si f est k-lipschitzienne sur E alors f est continue sur E.

Preuve. Soit x ∈ E. Pour chaque ε > 0, il suffit de prendre δ = ε
k dans la définition de

fonction continue en x.

Définition 3.10 (Convergence simple) Soient (E, dE) et (F, dF ) deux espaces métriques
et soit (fn)n∈N une suite applications de E dans F . On dit que (fn)n∈N converge simple-
ment ou ponctuellement vers une application f (de E dans F ) dans E si

∀x ∈ E, lim
n→+∞

dF (fn(x), f(x)) = 0.

Définition 3.11 (Convergence uniforme) Soient (E, dE) et (F, dF ) deux espaces métriques
et soit (fn)n∈N une suite applications de E dans F . On dit que (fn)n∈N converge uni-
formément vers une application f (de E dans F ) sur E si

lim
n→+∞

sup
x∈E

dF (fn(x), f(x)) = 0.

Proposition 3.8 Soient (E, dE) et (F, dF ) deux espaces métriques et soit (fn)n∈N une suite
applications de E dans F qui converge uniformément vers une application f . Alors, si toutes
les applications fn sont continues en un même point x0 de E, leur limite f est aussi continue
en x0.
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Preuve. Soit ε > 0 fixé. Par la convergence uniforme, il existe N ∈ N tel que, pour tout
n ≥ N ,

sup
x∈E

dF (fn(x), f(x)) <
ε

3
.

Puisque fN est continue en x0 ∈ E, il existe δ > 0 tel que

dE(x, x0) < δ =⇒ dF (fN (x), fN (x0)) <
ε

3
.

Alors, si dE(x, x0) < δ, on a

dF (f(x), f(x0)) ≤ dF (f(x), fN (x))+dF (fN (x), fN (x0))+dF (fN (x0), f(x0)) <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Remarque 3.8 La limite pontuelle d’une suite de fonction continues peut ne pas être conti-
nue.

Contre-exemple. Soit, pour tout n ∈ N∗, fn : [0, 1] −→ R définie par fn(x) = xn. Pour
tout x ∈ [0, 1], fn(x) → f(x) lorsque n → +∞ où f(x) = 0 si x ∈ [0, 1[ et f(1) = 1. La
fonction f n’est pas continue en x = 1.
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4 Espaces vectoriels normés

4.1 Définitions

Un espace vectoriel E muni d’une norme ‖ · ‖ est appelé l’espace vectoriel normé
(E, ‖ · ‖). La définition de norme a été donnée en 1.7.

Proposition 4.1 Si ‖ · ‖ est une norme sur E, alors d(x, y) = ‖x − y‖ définit une distance
sur E. On dit que d est la distance associée à la norme ‖ · ‖.

Proposition 4.2 Soient (E,N) un espace vectoriel normé et F est sous-espace vectoriel de
E. Alors N|F est une norme sur F , appelée la norme induite.

La distance sur F associée à la norme induite est la distance induite sur F par la distance
sur E associée à la norme N .

Proposition 4.3 Soient (E1, ‖ · ‖1) et (E2, ‖ · ‖2) des espaces normés. L’application N :
E1 × E2 −→ R définie par :

N((x1, x2)) = ‖x1‖1 + ‖x2‖2

est une norme sur E1 × E2, appelée la norme produit.
La distance d sur E1×E2 associée à norme produit est bien la distance produit des distances

d1 et d2, sur E1 et E2 respectivement, où di(x, y) = ‖x− y‖i, pour x, y ∈ Ei et i = 1, 2.

4.2 Applications linéaires continues

Théorème 4.1 Soient (E, ‖ · ‖E), (F, ‖ · ‖F ) deux espaces normés et u : E −→ F une
application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u est continue dans E.

2. u est continue en 0.

3. l’image par u de la boule unité fermée Bf (0, 1) (de E) est une partie bornée de F .

4. u est lipschitzienne.

5. Il existe C > 0 telle que

∀x ∈ E, ‖u(x)‖F ≤ C‖x‖E .

Preuve. 1. =⇒ 2. Il est évident.
2. =⇒ 3. Si u est continue en 0, il existe δ > 0 telle que

‖x‖E ≤ δ =⇒ ‖u(x)‖F ≤ 1.

Si x ∈ Bf (0, 1), alors

δ‖u(x)‖F = ‖u(δx)‖F ≤ 1 ⇐⇒ ‖u(x)‖F ≤
1

δ
.

3. =⇒ 4. Soit C > 0 telle que

∀x ∈ Bf (0, 1), ‖u(x)‖F ≤ C.
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Soient x, y ∈ E tels que x− y 6= 0. Alors, x−y
‖x−y‖E ∈ Bf (0, 1). Donc,

‖u(x)− u(y)‖F = ‖u(x− y)‖F = ‖x− y‖E
∥∥∥∥u( x− y

‖x− y‖E

)∥∥∥∥
F

≤ C‖x− y‖E .

D’où, u est C-lipschitzienne.
4. =⇒ 5. Il est évident (car u(0) = 0).
5. =⇒ 1. Pour ε > 0 fixé, il suffit de prendre δ = ε

C .

Exemples. Soit E = C([0, 1],R) l’espace vectoriel normé des applications continues de
[0, 1] dans R, muni de la norme

‖f‖∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)|.

On considère la partie F de E définie par

F = {f ∈ E : 0 < f(0) < 1}.

L’application u : E −→ R définie par

u(f) = f(0), f ∈ E,

est linéaire et continue. On en déduit que F = u−1(]0, 1[) est une partie ouverte de E.

Les applications linéaires continues de E1 dans E2 forment un sous-espace vectoriel de
l’espace des applications linéaires de E1 dans E2 que l’on note L(E1, E2). L’application ‖ · ‖ :
L(E1, E2) −→ R définie par

‖u‖ = sup
‖x‖1=1

‖u(x)‖2,

définie une norme sur L(E1, E2). De plus, pour tout u ∈ L(E1, E2),

‖u‖ = sup
‖x‖1≤1

‖u(x)‖2 = sup
x6=0

‖u(x)‖2
‖x‖1

,

et u est ‖u‖-lipschitzienne, c’est-à-dire

∀x ∈ E1, ‖u(x)‖2 ≤ ‖u‖‖x‖2.

Exemple. Soient E = C([0, 1],R) muni de la norme ‖ · ‖∞. On considère les applications
linéaires u, v : E −→ R définies par :

u(f) = f(0), v(f) =

∫ 1

0
f(t) dt.

Alors, u et v sont continues sur E et ‖u‖ = ‖v‖ = 1.

Le théorème précédent peut se généraliser pour les applications multilinéaires.
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Théorème 4.2 Soient (E1, ‖ · ‖1), (E2, ‖ · ‖2) et (F, ‖ · ‖) trois espaces vectoriels normés et
u : E1 × E2 −→ F une application bilinéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u est continue dans E1 × E2.

2. u est continue en (0, 0) ∈ E1 × E2.

3. Il existe C > 0 telle que

∀ (x1, x2) ∈ E1 × E2, ‖u(x1, x2)‖ ≤ C‖x1‖1‖x2‖2.

Proposition 4.4 Si E est de dimension finie, toute application linéaire u : E −→ F est
continue.

Preuve. La continuité d’une application linéaire ne change pas si on remplace les normes
par des normes équivalentes. On peut donc supposer E muni de la norme :

‖x‖1 =

n∑
i=1

|xi|, x =

n∑
i=1

xiei

où (e1, . . . , en) est une base de E (d’après le théorème 1.3, toutes les normes sur un espace
vectoriel de dimension finie sont équivalentes). Alors, pour tout x ∈ E,

‖u(x)‖F =

∥∥∥∥∥u
(

n∑
i=1

xiei

)∥∥∥∥∥
F

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xiu(ei)

∥∥∥∥∥
F

≤
n∑
i=1

|xi|‖u(ei)‖F ≤ max
1≤i≤n

‖u(ei‖F )

n∑
i=1

|xi|

=

(
max
1≤i≤n

‖u(ei)‖F
)
‖x‖1.
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5 Espaces compacts

5.1 Définitions

Définition 5.1 Soit (E, d) un espace métrique et A une partie de E.
— On dit que A est une partie compacte de (E, d) si toute suite (xn)n∈N d’éléments

de A admet au moins une valeur d’adérence dans A, c’est-à-dire il existe une suite
extraite (xϕ(n))n∈N de (xn)n∈N et x ∈ A tels que limn→+∞ xϕ(n) = x.

— On dit que l’espace (E, d) est compact si E est compacte dans (E, d).
— On dit que A est une partie relativement compacte si Ā est compacte dans E.

Exemples.

1. Si E est un ensemble fini, alors E est un espace compact.

2. Soit E = {0, 1}N. Alors (E, d) est compact, où d est défini par :

d((xn)n∈N, (yn)n∈N) =

∞∑
n=0

2−n|xn − yn|.

Proposition 5.1 Soit A une partie d’un espace métrique (E, d). Si A est compacte, alors A
est fermée dans E. Si E est compacte et A est fermé dans E, alors A est compacte.

Preuve. Supposons queA est une partie compacte dans E. Soit (xn)n∈N une suite d’éléments
de A telle que limn→+∞ xn = x, où x ∈ E. Par la compacité de A, (xn)n∈N admet une valeur
d’adhérence dans A. Alors, par l’unicité des valeurs d’adhérence pour une suite convergente,
x ∈ A. Donc, A est fermée dans E.

Supposons que E est compacte et A est fermée dans E. Soit (xn)n∈N une suite d’éléments
de A. Comme E est compacte, il existe une suite extraite (xϕ(n))n∈N de (xn)n∈N telle que
limn→+∞ xϕ(n) = x ∈ E. La partie A est fermée dans E, alors x ∈ A. D’où, le résultat.

Proposition 5.2 Soient (E, dE), (F, dF ) des espaces métriques et f : E −→ F une appli-
cation continue. Si A est une partie compacte de E, alors f(A) est une partie compacte de
F .

Preuve. Soit (yn)n∈N une suite d’éléments de f(A). Alors, pour tout n ∈ N, il existe
xn ∈ A tel que f(xn) = yn. Comme A est compacte, la suite (xn)n∈N admet une suite extraite
(xϕ(n))n∈N qui converge vers une limite a ∈ A. Par la continuité de f ,

lim
n→+∞

yϕ(n) = lim
n→+∞

f(xϕ(n)) = f(a) ∈ f(A).

Proposition 5.3 Soient (E1, d1), . . . , (Ek, dk) des espaces métriques compacts. L’espace pro-
duit (E, d), où E = E1× . . .×Ek et d est la distance produit associée aux distances d1, . . . , dk,
est compact.

Preuve. Cas k = 2. Soit ((xn, yn))n∈N une suite de E1 × E2. Puisque E1 est compact, il
existe une suite extraite (xϕ(n))n∈N convergente vers x1 ∈ E1. Puisque E2 est compact, il existe
une suite extraite (yϕ(ψ(n)))n∈N convergente vers x2 ∈ E2. Alors, la suite (xϕ(ψ(n)), yϕ(ψ(n)))n∈N
est convergente vers (x1, x2) dans E1 × E2.

Cas général. On raisonne par récurrence sur k ≥ 2.
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5.2 Parties compactes de Rk

Proposition 5.4 Les intervalles fermés [a, b] sont des parties compactes de R.

Preuve. Il suffit d’appliquer le théorème de Bolzano-Weierstrass.

Théorème 5.1 Les parties compactes de Rk sont les parties fermées et bornées.

Preuve. Toutes les normes de Rk sont équivalentes (théorème 1.3). On peut supposer Rk
muni de la norme ‖ · ‖∞.

Soit A une partie compacte de (Rk, ‖·‖∞). Alors, A est fermée (proposition 5.1). Supposons
par contradiction que A n’est pas bornée. Alors, il existe (xn)n∈N suite d’éléments de A telle
que ‖xn‖∞ ≥ n, pour tout n ≥ 0. Cette suite n’admet pas de valeur d’adhérence ce qui
contradit le fait que A est une partie compacte.

Soit A une partie fermée et bornée de (Rk, ‖ · ‖∞). Soit R > 0 tel que A ⊂ Bf (0, R) =
[−R,R]n. L’intervalle [−R,R] est une partie compacte de R et alors [−R,R]k est une partie
compacte de Rk (proposition 5.3). Comme A est une partie fermée de [−R,R]k, A est compacte
(proposition 5.1).

Corollaire 5.1 Soient (E, d) un espace métrique compact (non vide) et f : E −→ R une
fonction continue. Alors, f est bornée et atteint ses bornes.

Preuve. D’après la proposition 5.2, f(E) est un compact de R. Puisque f(E) est bornée
et fermée dans R, il existe a, b ∈ E tels que

∀x ∈ E, f(a) ≤ f(x) ≤ f(b).

5.3 Recouvrements finis

Définition 5.2 Soit (E, d) un espace métrique et A une partie de E.

1. Une famille (Ai)i∈I de parties de E est un recouvrement de E si E =
⋃
i∈I Ai.

Un sous-recouvrement de (Ai)i∈I est une sous-famille (Aj)j∈J , avec J ⊂ I, telle
que E =

⋃
j∈J Aj.

2. Une famille (Ai)i∈I de parties de E est un recouvrement de A si A ⊂
⋃
i∈I Ai.

Un sous-recouvrement de (Ai)i∈I est une sous-famille (Aj)j∈J , avec J ⊂ I, telle
que A ⊂

⋃
j∈J Aj.

Théorème 5.2 (Lebesgue) Soit (Ai)i∈I un recouvrement par parties ouvertes d’un espace
métrique compact (E, d). Alors, il existe r > 0 tel que, pour tout x ∈ E, il existe i ∈ I tel que
B(x, r) ⊂ Ai.

Preuve. Par contradiction, il existe une suite (xn)n≥1 dans E telle que, pour tout n ≥ 1,
B(xn,

1
n) n’est pas contenue dans Ai, pour tout i ∈ I. Par la compacité de E, il existe une

suite extraite (xφ(n))n∈N telle que limn→+∞ xφ(n) = a ∈ E. Il existe j ∈ I telle que a ∈ Aj
et puisque Aj est ouverte, il existe ε > 0 tel que B(a, ε) ⊂ Aj . Par la définition de limite, il
existe n0 ∈ N tel que φ(n0) >

2
ε et d(xφ(n0), a) ≤ ε

2 . Alors, on a

B

(
xφ(n0),

1

φ(n0)

)
⊂ B

(
xφ(n0),

ε

2

)
⊂ B(a, ε) ⊂ Aj ,

une contradiction.
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Proposition 5.5 Soient (E, d) un espace métrique compact et r > 0. Alors, il existe un
recouvrement fini de E par des boules ouvertes de rayon r.

Preuve. Cas contraire, il existe (xn)n∈N suite de E telle que d(xm, xn) ≥ r, pour tous m 6=
n. Cette suite n’admet pas de valeur d’adhérence ce qui contradit l’hypothèse de compacitié
de E.

Théorème 5.3 (Borel-Lebesgue) Soit (E, d) un espace métrique et A une partie de E.

1. E est compact si et seulement si tout recouvrement de E par parties ouvertes admet
un sous-recouvrement fini.

2. A est un compact de E si et seulement si tout recouvrement de A par parties ouvertes
admet un sous-recouvrement fini.

Preuve. Supposons que E est compact et que (Ai)i∈I est un recouvrement par parties
ouvertes de E. Par la théorème 5.2, on peut considérer r > 0 tel que toute boule ouverte de
rayon r soit contenue dans l’une des Ai. D’après la proposition 5.5, il existe x1, . . . , xk ∈ E
tels que E =

⋃k
j=1B(xj , r). Puisque, pour tout j ∈ {1, . . . , k}, il existe ij ∈ I tel que

B(xj , r) ⊂ Aij , on conclut que

E =
k⋃
j=1

Aij .

Réciproquement, si (E, d) n’est pas compact, il existe (xn)n∈N suite dans E sans valeur
d’adhérence. Pour tout x ∈ E, il existe rx > 0 telle que Bx = B(x, rx) contient au plus
un nombre fini de valeurs de (xn)n∈N. La famille (Bx)x∈E est un recouvrement par parties
ouvertes de E, mais l’union de toute sous-famille finie ne peut contenir qu’un nombre fini de
valeurs de la suite (xn)n∈N.

5.4 Continuité uniforme

Soient (E, dE) et (F, dF ) deux espaces métriques et f : E −→ F une application.

Définition 5.3 On dit que l’application f est uniformément continue sur E si

∀ ε > 0, ∃ δ > 0 : dE(x, y) < δ =⇒ dF (f(x), f(y)) < ε.

Une fonction uniformément continue sur E est continue sur E. Une fonction lipschitzienne
est uniformément continue.

Théorème 5.4 (Heine) Si E est compact et f : E −→ F est continue, alors f est uni-
formément continue.

Preuve. Soit ε > 0. Par la continuité de f , pour tout x ∈ E, il existe δx > 0 tel que

y ∈ B(x, δx) =⇒ f(y) ∈ B
(
f(x),

ε

2

)
.

On a E =
⋃
x∈E B(x, δx) et E compact, alors d’après le théorème 5.2, il existe δ > 0 tel que

toute boule ouvert de centre δ est contenue dans une boule B(x, δx). Si y, z ∈ E et d(y, z) < δ,
il existe x0 ∈ E tel que B(y, δ) ⊂ B(x0, δx0) et donc

d(f(y), f(z)) ≤ d(f(y), f(x0)) + d(f(x0), f(z)) <
ε

2
+
ε

2
= ε.
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6 Espaces complets. Théorème du point fixe

6.1 Suites de Cauchy. Espaces métriques complets

Soit (E, d) un espace métrique.

Définition 6.1 On dit que (xn)n∈N ∈ EN est une suite de Cauchy si

lim
n→+∞

sup
k∈N

d(xn+k, xn) = 0,

c’est-à-dire
∀ ε > 0, ∃N ∈ N : ∀n ≥ N, ∀ k ∈ N, d(xn+k, xn) ≤ ε,

⇐⇒ ∀ ε > 0, ∃N ∈ N : ∀n,m ≥ N, d(xm, xn) ≤ ε.

Proposition 6.1 Toute suite convergente dans E est une suite de Cauchy.

Preuve. Soit (xn)n∈N ∈ EN une suite convergente dans E. Alors, il existe x ∈ E tel que

∀ ε > 0, ∃N ∈ N : ∀n ≥ N, d(xn, x) ≤ ε.

Par conséquent, pour tous n,m ≥ N , on a

d(xm, xn) ≤ d(xm, x) + d(x, xn) ≤ ε+ ε = 2ε.

Définition 6.2 On dit que l’espace métrique (E, d) est complet si toute suite de Cauchy
dans E est convergente.

Une partie F de E est complète si l’espace métrique (F, d) est complet.
Un espace vectoriel normé complet est appelé un espace de Banach.

Proposition 6.2 Une suite de Cauchy qui a une valeur d’adhérence, est convergente.

Preuve. Soit (xn)n∈N une suite de Cauchy et x une valeur d’adhérence de cette suite.
Alors, il existe (xφ(n))n∈N suite extraite telle que limn→+∞ d(xφ(n), x) = 0. Soit ε > 0. Alors,
il existe N ∈ N tel que

∀n,m ≥ N, d(xm, xn) ≤ ε

2
et ∀n ≥ N, d(xφ(n), x) ≤ ε

2
.

Donc, si n ≥ N , on a

d(xn, x) ≤ d(xn, xφ(n)) + d(xφ(n), x) ≤ ε

2
+
ε

2
= ε,

c’est-à-dire, (xn)n∈N converge vers x dans E.

Exemples.

1. L’ensemble R est complet pour la distance usuelle. On montre que toute suite de
Cauchy de R est bornée et admet donc une valeur d’adhérence (Théorème de Bonzano-
Weierstrass). On conclut par la proposition 6.2.

L’espace R est un espace de Banach.
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2. Un espace muni de la distance discrète est complet.

3. Soit E =]0,+∞[ muni de la distance d définie par :

d(x, y) =

∣∣∣∣1x − 1

y

∣∣∣∣ , x, y ∈ E.

L’espace métrique (E, d) n’est pas complet.

Proposition 6.3 Un espace métrique compact est complet.

Preuve. Conséquence de la définition d’un espace compact et de la proposition 6.2.

Proposition 6.4 Soit E est un espace vectoriel normé et N1 et N2 deux normes équivalentes
sur E. Alors, (E,N1) est un espace de Banach si et seulement si (E,N2) est un espace de
Banach.

Proposition 6.5 Soit F une partie de E. On a :

1. si F est complète alors F est fermée dans E.

2. si E est complet et F est fermée dans E, alors F est complète.

Preuve. 1. Supposons F complète. Soit (xn)n∈N une suite d’éléments de F qui converge
vers x ∈ E. Alors, (xn)n∈N est une suite de Cauchy et par complétude, converge dans F . Par
l’unicité de limite, x ∈ F . Donc, F est fermée dans E.

2. Supposons que E est complet et F est fermée dans E. Une suite de Cauchy d’éléments
de F converge dans E (qui est complet) et donc dans F (qui est fermée dans E). D’où, le
résultat.

Remarque. Soient (E, dE) et (F, dF ) deux espaces métriques et f : E −→ F un homé-
omorphisme. il est possible que E soit complet sans que F le soit (et vice versa). Par exemple,
l’application

tan :
]
−π

2
,
π

2

[
−→ R

est un homéomorphisme. R est complet, mais I =
]
−π

2 ,
π
2

[
qui n’est pas fermé dans R n’est

pas complet (proposition 6.5).

Proposition 6.6 Soient (E, dE) et (F, dF ) deux espaces métriques. Alors (E × F, d), où d
est la distance produit, est complet si et seulement si (E, dE) et (F, dF ) sont complets.

Preuve. Une suite ((xn, yn))n∈N dans E × F est de Cauchy (respectivement, convergente)
si et seulement si (xn)n∈N est une suite de Cauchy dans E et (yn)n∈N est une suite de Cauchy
dans F (respectivement, convergentes). D’où, le résultat.

Exemple. L’espace Rk, muni de n’importe quelle norme, est un espace complet.

Proposition 6.7 Un espace vectoriel normé E est complet si et seulement si toute série
normalement convergente y est convergente, c’est-à-dire, si la série numérique

∑
n≥0 ‖xn‖

est convergente alors
∑

n≥0 xn est convergente dans E.
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Preuve. Supposons que E est complet et soit
∑

n≥0 xn une série normalement convergente
de E. Soit Sn =

∑n
k=0 xk, pour tout n ∈ N. Puisque

∑
n≥0 ‖xn‖ est convergente, pour ε > 0

fixé, il existe n0 ∈ N tel que, pour tout n ≥ n0, Rn =
∑

m≥1 ‖xn+m‖ < ε. Alors, pour tous
n ≥ n0 et k ∈ N, on a

‖Sn+k − Sn‖ = ‖
k∑

m=1

xn+m‖ ≤
k∑

m=1

‖xn+m‖ < ε.

La suite (Sn)n∈N est de Cauchy dans E et donc converge dans E, c’est-à-dire la série
∑

n≥0 xn
converge dans E.

Réciproquement, supposons que (xn)n∈N est une suite de Cauchy dans E. Alors, il existe
une suite extraite (xφ(n))n∈N telle que, pour tout n ∈ N,

‖xφ(n+1) − xφ(n)‖ <
1

2n
.

Par comparaison, la série numérique
∑

n≥0 ‖xφ(n+1)−xφ(n)‖ converge. Alors, par l’hypothèse,
la série

∑
n≥0(xφ(n+1) − xφ(n)) converge dans E. Puisque,

n∑
k=0

(xφ(k+1) − xφ(k)) = xφ(n+1) − xφ(0),

on conclut que (xn)n∈N admet une valeur d’adhérence. Alors, par la proposition 6.2 la suite
converge dans E.

Proposition 6.8 Soient (E, dE) et (F, dF ) deux espaces métriques. L’ensemble Cb(E,F ) des
fonctions continues bornées de (E, dE) vers (F, dF ) est un espace métrique avec la distance
de la convergence uniforme d∞ définie par

d∞(f, g) = sup
x∈E

dF (f(x), g(x)).

Si (F, dF ) est complet alors (Cb(E,F ), d∞) est complet.

Preuve. Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy dans Cb(E,F ). Pour tout x ∈ E, on a

dF (fn(x), fm(x)) ≤ d∞(fn, fm),

donc (fn(x))n∈N une suite de Cauchy dans F, et elle converge vers une limite f(x).
Soit ε > 0. Il existe N ∈ N tel que

∀n,m ≥ N, dF (fn(x), fm(x)) ≤ d∞(fn, fm) <
ε

3
.

En passant à la limite cette inégalité lorsque m→ +∞, on a, pour tout x ∈ E et n ≥ N ,

dF (fn(x), f(x)) ≤ ε

3
.

Soit x0 ∈ E. Pour tout x ∈ E, on a

dF (f(x0), f(x)) ≤ dF (f(x0), fN (x0)) + dF (fN (x0), fN (x)) + dF (fN (x), f(x))

≤ 2ε

3
+ dF (fN (x0), fN (x)).
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L’application fN est bornée, on déduit alors que f est aussi bornée.
L’application fN est continue, alors il existe δ > 0 tel que

x ∈ B(x0, δ) =⇒ dF (f(x), f(x0)) <
ε

3
.

D’après l’inégalité précédente, on a, pour tout x ∈ B(x0, δ),

dF (f(x0), f(x)) < ε.

Donc, f est continue en x0.
On conclut que f ∈ Cb(E,F ) et d∞(fn, f)→ 0 lorsque n tend vers +∞.

Exemple. Soit E = C([0, 1],R) l’espace vectoriel normé des applications continues de [0, 1]
dans R muni de la norme uniforme :

‖f‖∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)|, f ∈ E,

et de la distance associée

d∞(f, g) = ‖f − g‖∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)|, f, g ∈ E.

On a C([0, 1],R) = Cb([0, 1],R) et l’espace vectoriel normé (R, | · |) est complet. Donc, d’après
la proposition 6.8, (E, ‖ · ‖∞) est un espace complet.

6.2 Le théorème du point fixe

Définition 6.3 Soit (E, d) un espace métrique. On dit qu’une application f : E −→ E est
strictement contractante s’il existe k ∈]0, 1[ tel que f est k-lipschitzienne, c’est-à-dire

∀x, y ∈ E, d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y).

Définition 6.4 Soit E un ensemble et f : E −→ E est application. Un point fixe de f est
un point a ∈ E tel que f(a) = a.

Théorème 6.1 (Théorème du point fixe) Soit (E, d) un espace métrique complet et f :
E −→ E une application strictement contractante. Alors, il existe un et un seul point fixe a
de f dans E.

De plus, si x0 ∈ E et si (xn)n∈N est définie par récurrence par : xn+1 = f(xn), pour tout
n ≥ 0, alors la suite (xn)n∈N est convergente et limn→+∞ xn = a.

Preuve. Soit k ∈]0, 1[ tel que f est k-lipschitzienne. Pour tout n ≥ 1, on a

d(xn, xn+1) = d(f(xn−1), f(xn)) ≤ kd(xn−1, xn).

Donc,
d(xn, xn+1) ≤ knd(x0, x1).
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On en déduit que, pour n, p ≥ 0 :

d(xn+p, xn) ≤ d(x0, x1)k
n
p−1∑
j=0

kj ≤ d(x0, x1)
kn

1− k
.

Donc, (xn)n∈N est une suite de Cauchy. Comme E est complet, il existe a ∈ E tel que
limn→+∞ xn = a. Comme f est continue, on a

f(a) = lim
n→+∞

f(xn) = lim
n→+∞

xn+1 = a,

donc a est un point fixe de f .
Supposons que b ∈ E est un autre point fixe de f . Alors,

d(a, b) = d(f(a), f(b)) ≤ kd(a, b) =⇒ (1− k)d(a, b) ≤ 0.

Puisque 1− k > 0, on a d(a, b) = 0 et a = b.

Remarque. Le théorème est faux si dans les deux cas suivants :

1. E n’est pas complet.

Contre-exemple. Soit E =]0, 1[ et f : E −→ E définie par f(x) = x
2 . L’application f

est strictement contractante mais n’admet pas de point fixe.

2. f n’est pas strictement contractante. En particulier, si l’on suppose que

∀x, y ∈ E, x 6= y, d(f(x), f(y)) < d(x, y).

Contre-exemple. Soit E = R et f = R −→ R définie par f(x) =
√

1 + x2. L’application
f est 1-lipschitzienne mais elle n’a pas de point fixe sur R.

Le théorème du point fixe a une grande importance tant théorique que pratique. D’un point
de vue théorique, il faut surtout retenir l’existence et l’unicité du point fixe de l’application
strictement contratante f . D’un point de vue pratique, la convergence de la suite (xn)n∈N vers
le point fixe a permet de déterminer le point fixe avec un précision arbitraire. On sait que

∀m ≥ n ≥ 0, d(xm, xn) ≤ d(x0, x1)
kn

1− k
.

Donc,

∀n ≥ 0, d(a, xn) ≤ d(x0, x1)
kn

1− k
.

Exemple. Soit E = {x = (xn)n∈N : ∀n ≥ 0, 10 ≤ xn ≤ 11} muni de la distance
uniforme :

d∞(x, y) = sup
n≥0
|xn − yn|, x = (xn)n∈N, y = (yn)n∈N.

L’espace (E, d∞) est complet. Soit f : E −→ E définie par :

f(x) = z, avec x = (xn)n∈N, z = (zn)n∈N et zn =
√

100− sinn+ xn+1.

1. On montre d’abord que f est bien définie.
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Si x = (xn)n∈N ∈ E, pour tout n ≥ 0, on a xn ∈ [10, 11]. Alors,

109 ≤ 100− sinn+ xn+1 ≤ 112 =⇒ 10 ≤ zn =
√

100− sinn+ xn+1 ≤ 11.

Donc z = (zn)n∈N ∈ E.

2. L’application f est strictement contractante.
Soient x = (xn)n∈N, y = (yn)n∈N ∈ E. On note

f(x) = z = (zn)n∈N et f(y) = w = (wn)n∈N.

Pour tout n ≥ 0, on a

|zn − wn| =
∣∣∣√100− sinn+ xn+1 −

√
100− sinn+ yn+1

∣∣∣
≤ |xn − yn|√

100− sinn+ xn+1 +
√

100− sinn+ yn+1

≤ 1

20
|xn − yn|

≤ 1

20
d∞(x, y).

Pour tous x, y ∈ E, on a

d∞(f(x), f(y)) = sup
n≥0
|zn − wn| ≤

1

20
d∞(x, y),

donc f est 1
20 -lipschitizienne. Par le théorème du point fixe, f a un unique point fixe a =

(an)n∈N.
Il existe donc une unique suite (an)n∈N à valeurs dans [10, 11] qui vérifie :

∀n ≥ 0, an =
√

100− sinn+ an+1 ⇐⇒ ∀n ≥ 0, an+1 = a2n − 100 + sinn.

Remarque. Le théorème du point fixe reste vrai si l’on remplace l’hypothèse : f est
strictement contractante par : il existe k ∈ N∗ tel que fk est strictement contactante. On
utilise la notation :

fk = f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸
k fois

.

Théorème 6.2 (Théorème du point fixe avec paramètre) Soient (E, dE) et (F, dF ) deux
espaces métriques et f : E × F −→ E une application continue qui est uniformément stricte-
ment contractante par rapport à la première variable : il existe k ∈]0, 1[ tel que

∀x, y ∈ E, ∀ z ∈ F, dE(f(x, z), f(y, z)) ≤ kdE(x, y).

Si (E, dE) est complet, l’application φ : F −→ E définie par φ(z) = xz, où xz est l’unique
point fixe de l’application x 7→ f(x, z), est continue de (F, dF ) dans (E, dE).
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Preuve. Par la théorème du point fixe, l’application φ est bien définie. Montrons qu’elle
est continue. Soit z0 ∈ F et x0 = φ(z0). Alors, f(x0, z0) = x0. Soit δ > 0. Par la continuité de
f , f−1(B(f(x0, z0), δ)) est un ouvert de E × F . Alors, il existe r, ε > 0 tels que

B(x0, r)×B(z0, ε) ⊂ f−1(B(f(x0, z0), δ)) = f−1(B(x0, δ)).

On définit la suite d’applications gn : B(z0, ε) −→ R par récurrence :

∀ z ∈ B(z0, ε), g0(z) = x0, gn+1(z) = f(gn(z), z).

On montre, par récurrence sur n ≥ 0, que

dE(gn+1(z), gn(z)) ≤ kndE(f(x0, z), x0) ≤ δkn.

La suite (gn(z))n∈N est de Cauchy dans E et (par la complétude de E) converge vers xz = φ(z).
Pour tout n ≥ 0, on a

dE(gn(z), x0) = dE(gn(z), g0(z)) ≤
δ

1− k
.

En passant à la limite lorsque n tend vers +∞, on obtient

∀ z ∈ B(z0, ε), dE(φ(z), φ(z0)) = dE(xz, x0) ≤
δ

1− k
.
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7 Connexité

7.1 Propriétés fondamentales

Nous étudions ici une catégorie d’espaces métriques d’une nature différente de ceux qui
ont été étudiées jusqu’à présent : la connexité ne se relie pas à des notions de convergence.

Définition 7.1 On dit que (E, d) est un espace métrique connexe si les seules parties de
E qui soient à la fois ouvertes et fermées sont E et ∅.

On dit qu’une partie A de E est connexe si A, muni de la distance induite par celle de
E, est un espace connexe.

Théorème 7.1 Soit (E, d) un espace métrique. Alors le propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) E est connexe.

(ii) Toute partition de E en deux ouverts disjoints (E = O1 ∪ O2 et O1 ∩ O2 = ∅) est
triviale, c’est-à-dire E = O1 ou E = O2.

(iii) Toute partition de E en deux fermés disjoints (E = F1 ∪ F2 et F1 ∩ F2 = ∅) est
triviale, c’est-à-dire E = F1 ou E = F2.

(iv) Toute partition disjointe ouverte de E, c’est-à-dire toute famille (Oi)i∈I d’ouverts de
(E, d) telle que E = ∪i∈IOi et Oi ∩Oj = ∅ si i 6= j est triviale : il existe i0 ∈ I tel que
E = Oi0 (et donc Oj = ∅ si j 6= i0).

Preuve. On commence par écrire la négation de chacune des assertions :

¬(i) E n’est pas connexe si et seulement s’il existe A partie ouverte et fermée de E telle
que A 6= ∅ et A 6= E.

¬(ii) Il existe deux ouverts non vides O1 et O2 tels que O1 ∩O2 = ∅ et E = O1 ∪O2.

¬(iii) Il existe deux fermés non vides F1 et F2 tels que F1 ∩ F2 = ∅ et E = F1 ∪ F2.

¬(iv) Il existe (Oi)i∈I famille d’ouverts non vides de (E, d) telle que Oi ∩Oj = ∅ si i 6= j
et E = ∪i∈IOi et Oi ∩Oj = ∅.

Il suffit de montre que ¬(i) ⇐⇒ ¬(ii).

¬(i) =⇒ ¬(ii) Si A partie ouverte et fermée de E telle que A 6= ∅ et A 6= E, on prend
O1 = A et O2 = E \A.

¬(ii) =⇒ ¬(i) Soient O1 et O2 eux ouverts non vides de E tels que O1 ∩ O2 = ∅ et
E = O1 ∪O2. Alors, O2 = E \O1 est un ouvert et fermé de E tel que O2 6= ∅ et O2 6= E.

Remarque 7.1

1. Une partie A de E est connexe si, pour tous ouverts O1 et O2 de E tels que A ⊂ O1∪O2

et O1 ∩ O2 = ∅, on a A ⊂ O1 ou A ⊂ O2 (c’est-à-dire, A ∩ O2 = ∅ ou A ∩ O1 = ∅,
respectivement).

Donc, A n’est pas un connexe de E si et seulement s’il existe des ouverts O1 et O2 de
E tels que

A ⊂ O1 ∪O2, A ∩O1 6= ∅, A ∩O2 6= ∅ et A ∩O1 ∩O2 = ∅.

2. Toute partie réduite à un élément est évidemment connexe. Un espace discret est
connexe si et seulement s’il admet au plus un élément.
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Une propriété fondamentale des espaces connexes est la suivante.

Théorème 7.2 Soient (E, dE) et (F, dF ) deux espaces métriques et f : E −→ F une appli-
cation continue. Alors, l’image par f de toute partie connexe de E est une partie connexe de
F .

Preuve. Soit A une partie de E. On va montrer que si f(A) n’est pas connexe alors A
n’est pas connexe.

Puisque f(A) n’est pas connexe, il existe des ouvertsO1 etO2 de F tels que f(A) ⊂ O1∪O2,
f(A) ∩ O1 6= ∅, f(A) ∩ O2 6= ∅ et f(A) ∩ O1 ∩ O2 = ∅. Les ensembles U1 = f−1(O1)
et U2 = f−1(O2) sont des ouverts de E (image réciproque d’ouverts par une application
continue) tels que A ⊂ U1 ∪U2, A∩U1 6= ∅, A∩U2 6= ∅ et A∩U1 ∩U2 = ∅, ce qui prouve que
A n’est pas connexe.

Proposition 7.1 L’espace métrique (E, d) est connexe si et seulement si les applications
continues f : E −→ {0, 1} sont les constantes.

Preuve. La condition nécessaire est une conséquence du Théorème 7.2 vu que f(E) doit
être une partie connexe de {0, 1}.

Réciproquement, si E n’est pas connexe, E = O1 ∪O2 où O1 et O2 sont deux ouverts non
vides et disjoints. L’application f : E −→ {0, 1} définie par f(x) = 1 si x ∈ O1 et f(x) = 0
si x ∈ O2 n’est pas constante mais elle est continue (car l’image réciproque de tout ouvert de
{0, 1} est un ensemble ouvert de E).

Corollaire 7.1 Soit A une partie connexe de (E, d). Alors, son adhérence Ā est aussi connexe.

Preuve. Soit f : Ā −→ {0, 1} continue. Puisque A est connexe, d’après la proposition 7.1,
f|A est constante. Par continuité, f est constante sur Ā. On conclut que Ā est connexe.

Corollaire 7.2 Soit A une partie connexe de (E, d). Alors, toute partie B de E telle que
A ⊂ B ⊂ Ā est connexe.

Preuve. Utiliser le même argument que dans le corollaire précédent.

Corollaire 7.3 Soit (E, d) un espace métrique.

1. Soient F , G des parties connexes de E. Si F ∩G 6= ∅, alors F ∪G est connexe.

2. Soit (Ai)i∈I une famille de parties connexes de E telle que ∩i∈IAi 6= ∅. Alors, ∪i∈IAi
est connexe.

3. Soit (An)n∈N une suite de parties connexes de E telle que An ∩ An+1 6= ∅, pour tout
n. Alors, ∪n∈NAn est connexe.

Preuve. 1. Soit f : F ∪ G −→ {0, 1} une application continue. Alors, f|F et f|G sont
constantes. Puisque F ∩G 6= ∅, on conclut que f est constante. Par la Proposition 7.1, F ∪G
est connexe.
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Proposition 7.2 (Produit de deux espaces connexes) Soient (E, dE) et (F, dF ) deux
espaces métriques non vides. Alors, E×F est connexe pour la distance produit d si et seulement
si (E, dE) et (F, dF ) sont connexes.

Preuve. Condition nécessaire : Supposons E×F connexe. L’application pE : E×F −→ E
est continue et surjective donc, par le théorème 7.2, E = pE(E × F ) est connexe. Même
raisonnement pour F .

Condition suffisante : Soit f : E×F −→ {0, 1} une application continue et (x0, y0) ∈ E×F .
Par l’hypothèse et la proposition 7.1 : il existe deux constantes α, β ∈ R telles que

∀x ∈ E, f(x, y0) = α et ∀ y ∈ F, f(x0, y) = β.

Alors, α = β et f est constante.

7.2 Parties connexes de la droite réelle

Théorème 7.3 Les parties connexes de R sont les intervalles.

Preuve. 1. Soit A une partie connexe non vide de R. Posons a = inf A ∈ R et b = supA ∈
R. On va montrer que, si a < x < b alors x ∈ A et donc A =]a, b[ (si A est un ouvert).

Soit x ∈]a, b[ et supposons par contradiction que x 6∈ A. Alors, A∩ ]−∞, x[ et A∩ ]x,+∞[
forment une partition de A de deux ouverts de A non vides et disjoints, ce qui contradit le
fait que A est connexe.

2. Soit I un intervalle non vide de R. I peut s’écrire comme une réunion d’une famille
d’intervalles Ij de la forme [xj , yj ] dont l’intersection est non vide. D’après le corollaire 7.3,
il suffit de montrer que tout intervalle compacte [a, b] est connexe.

Supposons par contradiction que [a, b] n’est pas connexe, donc il existe deux fermés (et
aussi bornés, donc compacts) K1 et K2 non vides et disjoints tels que [a, b] = K1 ∪K2. Les
ensembles K1 et K2 sont compacts alors il existe a1 ∈ K1 et a2 ∈ K2 tels que

d(K1,K2) = d(a1, a2) > 0,

et alors l’intervalle non vide ]a1, a2[ (si a1 < a2) n’appartiendrait pas à K1 ∪K2 = [a, b], ce
qui est absurde.

Remarque 7.2 En particulier, R est connexe.

Corollaire 7.4 Les espaces Rk et Ck sont connexes.

Corollaire 7.5 (Théorème des valeurs intermédiaires) Soit (E, d) un espace métrique
connexe, f : E −→ R une application continue et a, b ∈ E. Posons α = f(a) et β = f(b).
Alors, pour tout γ ∈ [α, β] (si α ≤ β), il existe c ∈ E tel que γ = f(c).

Preuve. Par les théorèmes 7.2 et 7.3, f(E) est une partie connexe de R et donc un intervalle.
Puisque α, β ∈ f(E), on conclut que [α, β] ⊂ f(E), d’où le résultat.
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7.3 Connexité par arcs

Définition 7.2 (Arcs) Soit (E, d) un espace métrique et x, y ∈ E. Un arc ou chemin de x
à y est une application continue γ : [0, 1] −→ E telle que γ(0) = x et γ(1) = y.

Définition 7.3 Un espace métrique (E, d) est connexe par arcs si, pour tous x, y ∈ E, il
existe un arc de x à y.

Proposition 7.3 Un espace métrique (E, d) connexe par arcs est connexe.

Preuve. Soit x ∈ E. Puisque E est connexe par arcs, pour tout y ∈ E, il existe γy :
[0, 1] −→ E continue telle que γy(0) = x et γy(1) = y. Alors, E = ∪y∈Eγy([0, 1]) qui est
connexe d’après le théorème 7.2 et corollaire 7.3.

Exemple. Soit E un espace vectoriel normé et C une partie convexe de E, c’est-à-dire :

∀x, y ∈ C, ∀ t ∈ [0, 1], tx+ (1− t)y ∈ C.

Alors, C est connexe par arcs et aussi connexe.

Lemme 7.1 Soit (E, d) un espace métrique. La relation R définie par :

xRy ⇐⇒ il existe un arc de x à y

est une relation d’équivalence.

Preuve.
Réflexivité : Soit x ∈ E. Alors, xRx car l’application γ : [0, 1] −→ E constante ègale à

x est un arc de x à x.

Symétrie : Soient x, y ∈ E tels que xRy. Alors, il existe γ : [0, 1] −→ E continue telle
que γ(0) = x et γ(1) = y. Soit γ̄ : [0, 1] −→ E définie par γ̄(t) = γ(1− t). Alors, γ̄ est continue
et γ(0) = y et γ(1) = x. Donc, yRx.

Transitivité : Soient x, y, z ∈ E tels que xRy et yRz. Alors, il existe γ1 : [0, 1] −→ E
et γ2 : [0, 1] −→ E continues telles que γ1(0) = x, γ1(1) = y, γ2(0) = y et γ2(1) = z. Soit
γ : [0, 1] −→ E définie par :

γ(t) =

{
γ1(2t) si 0 ≤ t ≤ 1

2
γ2(2t− 1) si 1

2 ≤ t ≤ 1

L’application γ est un arc de x à z, donc xRz.

Lemme 7.2 Soient (E, d) un espace métrique et R une relation d’équivalence sur E. Si
chaque classe d’équivalence de R est ouverte dans E, alors il existe une seule classe (c’est-à-
dire, ∀x, y ∈ E, on a xRy).

Preuve. Soit C une classe d’équivalence de R. Alors, C est ouverte et non vide. De plus,
E \ C est l’union des autres classes d’équivalence, donc est aussi ouverte. Comme E est
connexe, on a E \ C = ∅ et donc E = C.
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Théorème 7.4 Soit E un espace vectoriel normé et O un ouvert connexe de E. Alors, O est
connexe par arcs.

Preuve. On note R la relation d’équivalence sur E (lemme 7.1) définie par :

xRy ⇐⇒ il existe un arc de x à y.

Soit x ∈ E et Cx la classe d’équivalence de x, c’est-à-dire

Cx = {y ∈ E : xRy}.

Soit y0 ∈ Cx. Puisque O est ouvert il existe ε > 0 tel que B(y0, ε) ⊂ O et soit γ0 : [0, 1] −→ O
continue telle que γ0(0) = x et γ0(1) = y0. Pour y ∈ B(y0, ε) fixé, soit γ : [0, 1] −→ O définie
par

γ(t) =

{
γ0(2t) si 0 ≤ t ≤ 1

2
y0 + (2t− 1)(y − y0) si 1

2 < t ≤ 1

L’application γ est continue, γ(0) = x et γ(1) = y, donc y ∈ Cx. D’où, B(y0, ε) ⊂ Cx et Cx
est un ouvert de O.

Les classes d’équivalence sont des ouvertes de E. D’après le lemme 7.2, O est connexe par
arcs.

Proposition 7.4 Soit (E, d) un espace métrique.

1. Soient F , G deux parties connexes par arcs de E. Alors, si F ∩ G 6= ∅, F ∪ G est
connexe par arcs.

2. Soit (Ai)i∈I une famille de parties connexes par arcs de E. Alors, si ∩i∈IAi 6= ∅,
∪i∈IAi est connexe par arcs.

3. Soit A une partie connexe par arcs de E et f : (E, d) −→ (E′, d′) une application
continue vers un autre espace métrique. Alors f(A) est connexe par arcs.

4. Le produit cartésian d’espaces connexes par arcs est connexe par arcs.

Remarque 7.3 Par contre l’adhérence d’une partie connexe par arcs peut ne pas être connexe
par arcs.

Exemple. L’ensemble A = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < 1, y = sin(1/x)} est connexe par arcs,
mais Ā n’est pas connexe par arcs.

On a
Ā = {0} × [−1, 1] ∪ {(x, sin(1/x)) : 0 < x ≤ 1}.

7.4 Composantes connexes

Définition 7.4 (Connexité locale)

1. Un espace métrique (E, d) est localement connexe si tout x ∈ E a une base de
voisinages connexes : pour tout V ∈ V(x), il existe C ∈ V(x) telle que C ⊂ V et C est
connexe.

2. Un espace métrique (E, d) est localement connexe par arcs si tout x ∈ E a une
base de voisinages connexes par arcs.
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Exemples.

1. Une partie ouverte d’un espace vectoriel normé est localement connexe par arcs.

2. R est localement connexe. Les intervalles ]x − ε, x + ε[, x ∈ R et ε > 0 forment un
système de voisinages connexes.

Théorème 7.5 (Composantes connexes) Soit (E, d) un espace métrique et x ∈ E.

1. Il existe une partie connexe maximale contenant x. Elle est appelée la composante
connexe de x.

2. Les composantes connexes de deux points de E sont soit confondues soit disjointes.

3. Une composante connexe de E est fermée dans E. Si E est localement connexe, elle
est également ouverte.

Remarque 7.4 E est connexe si et seulement si E a une seule composante connexe.

Remarque 7.5 Un ouvert de R est la réunion au plus dénombrable disjointe d’intervalles
ouverts.

Exemple. A = [1, 2]∪]3, 4[. On note Cx la composante connexe de x dans A. Alors,

C1 = [1, 2], C 3
2

= [1, 2], C 7
2

=]3, 4[.

Remarque 7.6 Pour x ∈ E, la composante connexe de x dans E, notée Cx est égale à la
réunion de tous les connexes de E contenant x :

Cx =
⋃

C ⊂ E connexe
x ∈ C

C

qui est connexe d’après le corollaire 7.3.

Théorème 7.6 (Composantes connexes par arcs) Soit (E, d) un espace métrique et x ∈
E.

1. Il existe une partie connexe par arcs maximale contenant x. Elle est appelée la com-
posante connexe par arcs de x.

2. Les composantes connexes par arcs de deux points de E sont soit confondues soit
disjointes.

3. Si E est localement connexe par arcs, les composantes connexes par arcs sont ouvertes
et fermées dans E.

Contre-exemple. Soit

E = {0} × [−1, 1] ∪ {(x, sin(1/x)) : 0 < x ≤ 1} = {(x, sin(1/x)) : 0 < x ≤ 1}.

L’ensemble E est connexe dans R2 (mais il n’est pas connexe par arcs ni localement connexe
par arcs) et a deux composantes connexes par arcs : {0} × [−1, 1] qui est fermée dans E et
{(x, sin(1/x)) : 0 < x ≤ 1} qui est un ouvert dense dans E.
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