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Chapitre 3

Compléments sur I’étude des fonctions réelles
d’'une variable réelle

I) Théoremes importants de premiére année sur les fonctions

1) Continuité

Définition 1 (prolongement par continuité). — Soit f une fonction définie sur un voisinage d’'un réel
Xo, mais pas en xo. Si f admet une limite réelle £ en xo, alors la fonction g coincidant avec f sur Dy et
telle que g(xp) = £ est continue en x;.

La fonction g s’appelle le prolongement par continuité de f.

X

Exemple 1. — La fonction f définie sur R\ {0} par f(x) = © , pour tout x # 0, est prolongeable par

continuité en 0 en posant f(0) = 1.

Théoréme 1 (valeurs intermédaires). — Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] avec a < b.
Alors f prend toutes les valeurs comprises entre f(a) et f(b), c’est-a-dire que pour tout & compris entre
f(a) et f(b), il existe un réel c dans [a, b] tel que f(c) = a.

Remarque 1. — Le réel c n’est pas nécessairement unique et f peut prendre d’autres valeurs que
celles comprises entre f(a) et f(b).

Proposition 1. — Soit f une fonction continue qui change de signe sur un intervalle, alors f s'‘annule
au moins une fois.

Exemple 2. — Soit f une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1]. Montrer que f admet au moins un
point fixe.

Théoréme 2 (bijection). — Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1.
Alors f définit une bijection de 1 sur] = f(I). En particulier, pour tout b dans]J, l'équation f(x) = b
possede une unique solution dans 1.

Exemple 3. — Montrer que I’équation e~ = x admet une unique solution dans R.

2) Dérivabilité
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Théoréme 3 (dérivée d'une composition). — Soit u une fonction dérivable sur un intervalle1 a valeurs
dans un intervalle]. Soit f une fonction dérivable sur]. Alors f o u est dérivable surl et

[foul(x) =u'(x) x f'[u(x)], pourroutx dans]1.

Théoréme 4 (dérivée de la réciproque). — Soit f une fonction bijective d'un intervallel sur un intervalle
], et dérivable surl. Soit y un élément de]. Si f' ne sannule pas en f~'(y), alors f~! est dérivable en y et

—1y/ — 1
R T

Exemple 4. — Soit f la fonction définie sur R par

X —-X

fl ==

———;» Dbourtout réel x.
e‘+e”

1. Etudier le sens de variation de f, ses limites aux bornes de son ensemble de définition et tracer
sa courbe représentative.

2. Montrer que
f'(®)=1-[f(x))? pour tout réel x.

3. Montrer que f est bijectivede Rsur]—1,1[.

4. Montrer que f ~1 est dérivable sur ] — 1, 1[ et donner une expression de (f “(x) pour tout x dans
1-1,1[.

Théoréme 5 (prolongement de classe &Y. — Soit f une fonction continue sur [a, b] et de classe &1
surla, bl. Si f'(x) tend vers une limite finie £ quand x tend vers a, alors f est de classe ¢’ sur[a, b] et
fl(a)=¢.

Théoréme 6 (premiere inégalité des accroissements finis). — Soit une fonction f continue sur [a, b] et
dérivable surla, bl avec a < b. S'il existe deux réels m et M tels que
m< f'(x) <M, pour tout x dans [a, D],

alors
mb-a) < f(b)- fla) <M(b-a).

Théoréme 7 (deuxieme inégalité des accroissements finis). — Soit une fonction f dérivable sur un
intervalle 1. S’il existe un réel k tel que

If'(x)| <k, pourtoutx dans],

alors
|f(b) - f(a)l| < klb—al, pourtousa etbdansl.
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II)

Exemple 5. — Soit (u,) la suite définie par
up=0 et up+1=f(uy), pourtoutentier n,

avec la fonction f définie sur R par
1, .
fx)=exp(- % ), pour tout réel x.

1. Montrer que 'intervalle [0, 1] est stable par f.

2. Montrer que pour tout x dans [0,1], ona | f'(x)| < \/LE'
3. Montrer que f admet un unique point fixe dans [0, 1].
4

. Etudier la convergence de la suite (u,).

Comparaison locale des fonctions au voisinage d’'un point

Les notions définies ici sont analogues aux définitions correspondantes pour les suites. Dans toute cette
partie, xo désigne un nombre réel, ou bien +oo, ou bien —co.

D

Fonction négligeable devant une autre

Définition 2 (formelle). — Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de xj. On dit que f est
négligeable devant g si, au voisinage de xy, il existe une fonction ¢ telle que

fx)=gxe(x) et xh_rg e(x)=0.

On note f = oy,(g), ou bien f(x) = oy, (g(x)), ce qui se lit « f est un petit o de g au voisinage de xp ».

Exemple 6. — Nous avons X = 040 (x2), puisque x = x% x L et limy_o + = 0.
X X

2

Nous avons x“ = 0g(x) puisque x*>=xxxetlimegx=0.

/\ — Larelation f = oy,(g) signifie que f appartient a I'ensemble des fonctions négligeables devant g
au voisinage de xp. Ainsi, si f = 0,,(g) et h = 0,,(g),onn'apas f—-h=0.

Pour se convaincre, prenons f : x— 2x, h: x— x et g: x — x2. On a alors

f=0+00(8), h=0+00(g) et f—h#O.

Proposition 2. — On a f = o0y,(1) si, et seulement si, J}m}g f(x)=0.
—Xo

Théoréme 8 (caractérisation). — Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de xy, avec g ne
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Sannulant pas au voisinage de xy. Alors

f=o0x(8) sietseulementsi xh_rgo % =0.

Théoreme 9. — Les « petit 0 » a connaitre.

e Si0<a <P, alors
1% = 0400 (P et 1P = 0p(x%).

e Sia>0etp>0,alors
X% = 0400 (ePY).

e Sia>0etp>0,alors

1
In(0)]% = 0400(xP) et [In(x)]* = o0(5):

Proposition 3. — Soient f, g et h des fonctions définies au voisinage de xy.
e Sif =o0y(8) et g=ox,(h), alors f = ox,(h).
* Si f=o0y(h) et g = 0x,(h), alors pour tous réelsa et P, on aa f +pg = oy, (h).

Remarque 2. — On voit que I'on peut donc ajouter les « petit o » d'une méme fonction.

2) Fonction équivalente a une autre

Définition 3 (formelle). — Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de xy. On dit que f est
équivalente a g si, au voisinage de xy, il existe une fonction ¢ telle que

fx)=gx)px) et )Cli_{lgocp(x) =1

Onnote f ~y, g, oubien f(x) ~x, g(x), ce qui se lit « f est équivalent a g au voisinage de x ».

Exemple 7. — Nous avons x + X% ~ .o, X%, puisque x? + x = x? x (1+ 1) etlimy_o1+1 =1.

Nous avons x? + X ~q X, puisque x*> + x = x x (1 +x) etlim, o1 +x =1.

Théoréme 10 (caractérisation). — Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de xy. Alors

frx 8 [~8=0x(8).
Si de plus, g ne s'annule pas au voisinage de xy, alors

f~x, 8 sietseulementsi lim M =1l
X— Xo g(x)
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Théoreme 11. — Si0 < a <, alors
O+ xP o P et x%+ P~ %
Si de plus « et sont des nombres entiers, alors
1%+ P~ KB

Ceci entraine que
* un polynome non nul est équivalent au voisinage de +oo a son monéme de plus haut degré;

* un polynome non nul est équivalent au voisinage de 0 a son mondéme de plus bas degré.

Théoréme 12 (Equivalents classiques). — Soit u une fonction définie au voisinage de x, telle que
xlirgcl u(x) =0.
— X0

e In(1+ u(x)) ~x, u(x), en particulierIn(1 + x) ~o x;
o e —1 ~, u(x), en particuliere* —1 ~g x;

o [1+u(x)]*—1~y au(x), pour touta #0. En particulier (1 + x)* -1 ~p ax;

Exemple 8. — On vérifie que 1 —1~p—x.

+X

Proposition 4 (Equivalences et opérations). — Soient f, g et h des fonctions définies au voisinage de
X0.-

* Sif~y getg~x, h, alors f ~y h.
* Sif~x 8 alorsfxh~y gxh.

* Sif ~x, & alors pour tout entier n, f"* ~,, g".

1 1
* Sif~y getsif etg nesannulent pas au voisinage de xo, alors ? ~xp -
g

Remarque 3. — On peut multiplier et diviser les équivalents.

/\ — On ne peut ni ajouter ni composer (sauf par une fonction puissance d’exposant entier) des
équivalents.

Proposition 5. — Soient f et g des fonctions définies au voisinage de x.

Sif~x, getsi )}m} g(x) = ¢, avec ! fini ou infini, alors )}m} flx)=¢.
—Xo — X0

Exemple 9. — Déterminer la limite de xIn (1 + 1) quand x tend vers +oo.
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III) Développements limités

Le but de cette partie est de se doter d’outils pour pouvoir localement approcher une fonction par une
fonction polynéme, et de développer des méthodes de calcul pour cela. Dans le cours de premiére année, la
notion de développement limité a I'ordre 1 a été abordée et on va I’étendre a I’ordre 2.

Dans toute cette partie, xo désigne uniquement un nombre réel, et non +oco ou —co.

Définition 4. — Soit f une fonction définie au voisinage de xp. On dit que f admet un développement
limité d’ordre 0 en x; s’il existe un réel ay tel que

() = ap+ 0x,(1).
Ceci est équivalent a |'existence d'une fonction € définie au voisinage de xy telle que
fx)=ap+e(x) et lim e(x)=0.
X— Xo
Définition 5. — Soit f une fonction définie au voisinage de xy. On dit que f admet un développement
limité d’ordre 1 en x; s'il existe deux réels ay et a; tels que
f(x) = ap+ ar(x — x0) + 05, (x — Xo).
Ceci est équivalent a I'existence d'une fonction € définie au voisinage de x telle que

f(x) =ag+ a;(x— xp) + (x — xp)e(x) et }Ln} g(x) =0.

La partie ag + a; (x — xp) est appelée partie polynomiale du développement limité d’ordre 1.

limité d’ordre 2 en x; s'il existe trois réels ay, a; et ay tels que
f(x) = ag + a1 (x — Xo) + az(x — x0)* + 0y, ((x — x0)).
Ceci est équivalent a |'existence d’'une fonction € définie au voisinage de x telle que

f(x) =ap+ ay(x—xp) + ax(x— xo)2 +(x— xo)ze(x) et )}m} e(x) =0.
— X0
La partie ag+ a; (x— Xo) + az (x—Xo)? est appelée partie polynomiale du développement limité d’ordre 2.

Théoréme 13. — Si une fonction admet un développement limité au voisinage d’'un point, alors il est
unique.

Théoréme 14 (Formule de Taylor Young). — Si f est une fonction continue au voisinage de xy, alors
elle admet un développement limité d'ordre 0 en xo donné par

() = f(x0) + 0x, (D).

Si f est une fonction de classe 6" au voisinage de xo, alors elle admet un développement limité d’ordre 1
en xy donné par
F(x) = f(x0) + f(x0) (x — X0) + 0x, (x — X).

| Définition 6. — Soit f une fonction définie au voisinage de xp. On dit que f admet un développement
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Si f est une fonction de classe 6> au voisinage de x, alors elle admet un développement limité d’ordre 2
en xy donné par

(x — xp)?

f(x) = f(xo) + f(x0) (x — x0) + £ (x0) >

+ 0y, ((x — x0)2).

Exemple 10. — Donner le développement limité a I'ordre 2 au voisinage de 0 de f : x — e *In(1 + x).

Théoréme 15. — Si f admet un développement limité a l'ordre 2 au voisinage de xy, c'est-a-dire, s'il
existe trois réels ayp, a, et ay tels que

f(x) = ag + ar (x — Xo) + a (x — %0)* + 0, ((x — X0)?),
alors f admet un développement limité a l'ordre 1 au voisinage de xy donné par

f(x) = ap+ a1 (x — x0) + 05, (x — Xo).

Théoréme 16 (développements limités usuels au voisinage de 0). —
o In(1+w) = u— % + 0p(u?),
e Inl-w)=-u- “72 +0p(u?),
e el= 1+u+”72+00(u2),
cet=1-u+%+oo(ud),
e (1+uw)*= 1+au+%u2+00(u2),

o (1—-w%= 1—au+wu2+oo(u2).

La formule de Taylor-Young permet d’affirmer I'existence d'un développement limité d’ordre i, avec i dans
{1,2}, pour une fonction de classe %* au voisinage de xj. En pratique, pour le calcul, on procede a I'aide
d’opérations algébriques sur les développements limités usuels. Dans la suite, on se restreint au cas xo = 0.

Proposition 6 (somme et produit de développements limités). — Soient f et g deux fonctions définies
au voisinage de 0, admettant un développement limité d’ordre1 en0 :

f(x)=ao+ayx+ 09 (x),
g(x) = b + b1 x + 0p(x).

Alors f + g et f x g admettent un développement limité d'ordre 1 au voisinage de 0 donné par

(f+8)(x) = (ap + bo) + (a1 + b)) x + 09 (%),
(f X g)(x) = agby + (agb; + a1 bg) x + 0¢(x).

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de 0, admettant un développement limité d'ordre 2 en
0:

fx)=ap+arx+ a2x2 + oo(xz),

g(x)=bp+b1x+ b2x2 + oo(xz).
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Alors f + g et f x g admettent un développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 donné par

(f + 8)(x) = (ag + by) + (a1 + by) X + (a + by) X* + 0p(x),

(f X g)(x) = aobo ar (dobl ar albo)x+ (aobg ar a1b1 ar dzbo)xz ar Oo(xz).

Exemple 11. — Donner d’'une autre maniére le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 de
fix—e*In(1+x).

Proposition 7 (quotient). — Soit f une fonction définie au voisinage de 0, admettant un développement
limité d’ordre 1 en xy, et a pour limite0 en0 :

f(x)=a1x+ op(x).
Alors, ﬁ admet un développement limité d’ordre 1 au voisinage de 0 donné par

1

Tf(x) =1—-a;x+ o0p(x).

Soit f une fonction définie au voisinage de 0, admettant un développement limité d’ordre2 en0, et a
pour limite0 en0 :
fx)=ax+ ar x> + oo(xz).

1
Alors, m admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 donné par

; =l-a1x+ (a2 — ag)x2 + oo(xz)
1+ f(x) ! '
Exemple 12. — Donner le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 de ———— .
1+In(1+x)

Théoréme 17 (étude locale d'une courbe). — Soit f une fonction définie au voisinage de x et admettant
un développement limité d'ordre 2 en xy :

f(x) = ag + a (x — Xo) + a (x — x0)* + 0, ((x — x0)?).
Alors la fonction f est continue et dérivable en x et I'équation de la tangente a la courbe représentative

de f au point (xo, f (xo)) esty = ag + a; (x — Xop).

De plus si ap > 0, la courbe représentative de f est localement au dessus de sa tangente et si ay <0, elle
est localement au dessous.

Exemple 13. — Soit la fonction f définie par f(x) = —”ll+_xx Faire I’étude locale compléte de f au

voisinage de 0 (on donnera I'équation de la tangente a 4y au point d’abscisse 0 ainsi que sa position
par rapport a sa tangente).
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Remarque 4. — On prendra garde que si une fonction f admet un développement limité d’ordre 2 en
Xp avec ap = 0, on ne peut rien affirmer par rapport a la position de la courbe représentative de f et de
sa tangente. Par exemple, la fonction x — x3 vérifie

3 2
X =09(x%),

possede une tangente horizontale en 0, et sa courbe représentative est au dessus de sa tangente pour
x >0 et en dessous pour x < 0. En revanche, la fonction x — x* vérifie également

4 2
X" =09(x%),

posséde une tangente horizontale en 0, et sa courbe représentative est toujours au dessus de sa
tangente.

/A — Une fonction qui admet un développement limité d’ordre 2 en xy n’est pas forcément deux
fois dérivable. En revanche pour donner un contre-exemple, il nous faut fournir une fonction « hors-
programme » la fonction x — x3sin(1).
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IV) Exercices

Exercice 1. — Apres avoir cherché un équivalent des fonctions suivantes au voisinage de xy, détermi-
ner leur limite en xg.

1 1
1. f(x)ZE—m(XOZ'FOO),

xIn(1+ x)
2. =T (% =0);
fx) N (xp =0)
1-VI—x2
3, f(x)=Tx(xo=0);
4. £ =222 (0 — o, puis xo = +o0);
. fo)= i1 X =0, puis xg = +00);

5. f(x)=10+x)*—1(x0=0).

Exercice 2. — On note f : R — R I'application définie, pour tout x dans R, par :
X X £0
— six#0,
fx)=4 e *-1
-1 six=0.

. Montrer que f est continue sur R.
. Justifier que f est de classe ¢! sur ]—oo,0[ et sur ]0, +oo[ et calculer f'(x), pour tout x # 0.

. Montrer que f’(x) — 3/2 quand x — 0.

=W N

. Etablir que f est de classe ¢! sur R et préciser f'(0).

Exercice 3. — Donner le développement limité a I’ordre 2 de In(x) au voisinage de 2.

Exercice 4. — Donner le développement limité a I'ordre 2 des fonctions suivantes au voisinage de xg

1. In(x) (x9=2);
2. eVt (xp = 1);

1
3. ————(x=0);
1+v1+x
X
4. ——— (x0=0);
In(1+ x) (%0 =0)
5. Xxo =0);
T1er (%0 =0)
Exercice 5. — Etudier les branches infinies de la courbe représentative de la fonction x — x + v'1 + x2.
. xt
Exercice 6. — Etudier les branches infinies de la courbe représentative de la fonction x — 71
X
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Exercice 7. — Déterminer la limite de la suite de terme général u,, dans les cas suivants :
n
1. u,= (1 + %) ;
n
2. Uy = (1 - %) ;
3. up=n(V2-1);
1 n
4. up = n(e—(1+ﬁ) );

n+l _n_
5. up=nn —(n—1)n1.
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