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Equations du transfert radiatif

10u 1 4
Ea(t,x,w) +w- Vyu(t,x,w)+oru(t,x,w) = EJTaCT (1)
Oum 4
—(t,x) =01 u(t,x,w)dw — acT*(t, x) (2)
ot S

weS={(x,y,z) €R3: x>+ y? + z2 = 1} : angle de propagation
x€DCR3

or =o7(x,1t)

a est une constante, c est la vitesse de la lumiére

um(t, x) est la densité énergétique du matériau
u,:aT“etB::gT”,;

T = T(x,t) est la température du matériau
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Approximation IMC

On fait les approximations suivantes :
Ta(x) = T(x,tn)
Bn(x) = B(x, ta) =

0'T7,,(X) = O’T(X, t,,)

Ou, /OT _ 4aT3(x)
Oum/0T ¢, (x, Tn)

Et on prend ces quantités constantes sur chaque maille, afin de se ramener
a une équation de transport sur un court intervalle [t,, thy1]

10u

C@t(tx w) +w - Viu(tx,w) + o1 a(x)u(t, x,w)

/

d
= 0s.n(x) /5 u(t,x,w’)% + fo(x)
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Approximation IMC

i?:(t7x,w)+w-qu(t,x,w)+UT,n(X)U(t7X7W) (3)

/

= 0s,n(x) /5 u(t,x,w')i—i + fa(x)

Les coefficients o1 ,, 05, et la fonction f, sont essentiellement calculés en
fonction de T, = T(x, t,) et moyennés par maille.
Pour calculer o1 n41, 0snt1 €t fop1 , on a besoin d'évaluer sur chaque

maille M la quantité
tn+1
/ / /u(t,x,w)dwdxdt
tn MJS
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Rappels Monte Carlo - Loi des grands nombres

Principe des approximations par Monte Carlo :
@ On a besoin de calculer une intégrale /

@ On exprime /| sous forme d'une espérance d'une variable aléatoire que
I'on sait simuler

@ On génére un grand nombre de variables aléatoires, et leur moyenne
tend vers la quantité voulue
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Rappels Monte Carlo - Loi des grands nombres

Exemple : pour X ~ U([0,1]),

1
= /0 g(x)dx = E (g(X))

On génere des variables aléatoires Xi,...Xp, ... suivant ([0, 1]). Si
E(lg(X)|) < oo, alors, presque sirement :

N

1
LFGN) > g(Xe) — |
(LFGN) ’szlg( Qs
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Rappels Monte Carlo - TCL

Exemple : pour X ~ U([0,1]),

1
= /0 g(x)dx = E (g(X))

On génere des variables aléatoires Xi,...Xp, ... suivant ([0, 1]). Si
E(lg(X)|) < oo, alors, presque sirement :

N

1
LFGN) > g(Xe) — |
(LFGN) ’szlg( Qs

D'apres le théoreme central limite, on a la convergence en loi :

X

w1 — N(0,1)

Og N—oo

3~
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Rappels Monte Carlo - Echantillonnage

On peut changer la loi selon laquelle on échantillonne les VA. Pour X de
densité f,

= [ gb0r(ix = E(g(%)

On génére des variables aléatoires Xi, ... Xy, ... suivant f. On a, a nouveau :

N

1
eSS s
N N g(Xk)N%ool

k=1
1 Iy—1
— — 0,1
\/N>< Og N—)OON(, )

f est la fonction d’échantillonnage et g la fonction d’évaluation,
mais leurs roles sont échangeables
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Différences méthodes adjointe et directe

On pose ¢ : (x,w) — 1"(}&;() X li(:) en sorte que :

luo(t, @) == 47r1VM/M/Su(t,x,w)dwdx:/R3/Su(t,x,w)¢(x,w)dwdx

On va voir que I'on peut également calculer cette intégrale par des
méthodes de MC car u suit I'équation (3) et ¢ est une fonction connue.

Idée générale :

@ En MC direct, on simule un processus partant de la densité ug puis on
prend ¢ pour I'évaluation en fin de procédure

@ En MC adjointe, on fait exactement |'inverse
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Interprétation de |'équation de transport

10u dw’
S dw -Veu+(oat+os)u=os | u(t,x,)—+Ff
D’apres cette équations, les photons subissent les événements suivants :

° %% + w - Vxu = direction de propagation w € S, avec une vitesse

de ¢
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Interprétation de |'équation de transport

dw’

%% +w-Vyiu+ (0,+05)u= as/su(t“,x,w’)47r +f

D’apres cette équations, les photons subissent les événements suivants :
° %% + w - Vxu = direction de propagation w € S, avec une vitesse
de ¢

@ 0,u = absorption. Terme en e~ “! dans nos équations.
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Interprétation de |'équation de transport

dw’

10u
9t +w-VXu+(Ua+Js)u:as/su(t,x,w’)47r+f

D’apres cette équations, les photons subissent les événements suivants :
° %% + w - Vxu = direction de propagation w € S, avec une vitesse
de ¢

@ 0,u = absorption. Terme en e~ “! dans nos équations.

° 05 [s u(t,x,w’)‘% — scattering (dispersion), i.e. collision et
changement de direction de propagation.
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Interprétation de |'équation de transport

/

10u \ dw
*79 * Vi a s)U = 0s » X . f
- t—i—w Vu+ (024 0s)u J/Su(txw)4 +

D’apres cette équations, les photons subissent les événements suivants :
° %% + w - Vxu = direction de propagation w € S, avec une vitesse
de ¢
@ 0,u = absorption. Terme en e 72! dans nos équations.
° 05 [s u(t,x,w’)‘i—“jr’ — scattering (dispersion), i.e. collision et
changement de direction de propagation.

@ f = terme source créateur de nouveaux photons

L'idée d'une simulation Monte-Carlo est alors de simuler un grand nombre
de photons subissant ces évenements afin d'estimer u(t, x, w).

CEA DAM DIF 12/09/2022 - Soutenance stage MSV



Processus direct

Definition (Processus direct)

Processus markovien déterministe par morceaux (X(t), Q2(t))¢>0
sous-jacent a la méthode Monte Carlo directe
o La densité de la loi initiale pour (X(0),2(0)) est do

o L'intensité des sauts est os. Lors d'un saut, Q(t) prend une valeur
aléatoire selon une loi uniforme sur S et X(t) ne change pas. Entre
les sauts, le processus vérifie

d (X(s)\ _ (<Q(s)
ds \Q(s)) 0
— Les particules sont en trajectoire rectiligne uniforme a la vitesse

c entre deux sauts de I’angle de propagation €2, qui surviennent a
des instants suivant une loi £(o5)
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MC Directe

Théoreme (Formule de Fokker-Plank)

Pour u solution de (3) avec pour condition initiale ug, V¢ € L*(R? R),

lio(t, @) : = / / u(t, x,w)e(x, w)dxdw
= aBo g, [H(X(2), Q(t))e™ 8 PHEXOANC]

) 20 oy [x(@ (e e rOmD g
Ou

oa:fwfsuoetﬂo:%
e (t fR_,,foetf—%
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MC Directe

Théoreme (Formule de Fokker-Plank)

Pour u solution de (3) avec pour condition initiale ug, V¢ € L*(R? R),

luo(t, @) : ://u(t,x,w)qb(x,w)dxdw
= o g, [$(X (1), Q1)) i o= XO AN

‘ t
+ / V($)E; 75, [qu(X(t),Q(t))e— A aa(c,X(C),ﬂ(o)dc} ds
0 ) k)

@ On doit générer des particules supplémentaires pour le terme source

@ On ne maitrise pas le nombre de particules dans chaque maille en fin
de procédure — pas de contrdle de la variance par maille

@ |l n'est pas nécessaire de connatitre wug, il suffit d’avoir a disposition
des particules générées selon iy
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Processus adjoint

Definition (Processus adjoint)

Processus markovien déterministe par morceaux (X(t), Q2(t))¢>0
sous-jacent a la méthode Monte Carlo adjointe

@ La loi initiale est déterministe : X(0) = x et Q(0) = w
o L'intensité des sauts est os. Lors d'un saut, Q(t) prend une valeur

aléatoire selon une loi uniforme sur S et X(t) ne change pas. Entre
les sauts, le processus vérifie

£ (3)--(%)

Si on veut calculer des expressions de la forme [ [ u(t,x,w)¢(x,w)dxdw,
on tire x et w selon la densité ¢ = +&

JJé
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Théoreme (Formule de Feynman-Kac)

Pour une condition initiale uy donnée,
U(t, X, (,U) = ]Ex7w [UO(X(t), Q(t))e_ fot Ua(t—C7X(<)7Q(<))d<

t
+ / (t - 5, X(s), Qs))e Ua(tC’X(Q’Q(O)dCds]
0

est solution de (3)

@ On peut utiliser les mémes particules pour le terme source

@ Toutes les particules qui sont restées dans le maillage sont utilisées en
fin de procédure

o Nécessite de connaitre ug pour I'évaluation
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Résumé des méthodes

MC Directe MC Adjointe
Génération initiale des | . ~
. {io ¢
particules
Evaluation en fin de
¢ Ug
parcours
. . L . | Ne  nécessite as
Ajout d'un terme | Nécessite des parti- P
, : de particules
source cules supplémentaires

supplémentaires

Nb de particules par

. Imprévisible Imposable
maille
Connaissance Via un échantillon | Connaissance
nécessaire de iy seulement compléte nécessaire
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Emission des particules

IMC : on travaille sur des intervalles successifs (t;, tj11)

o Méthode directe : particules générées selon ug en tout début de
procédure, puis conservées a chaque pas de temps + gestion de la
population de particules au cours du temps

@ Méthode adjointe : particules générées selon ¢ en début de chaque
pas de temps, puis évaluées en fin de pas de temps selon u(t;,-,-)

— |l faut donc pouvoir approcher les u(t;, -, -)
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hodes d'approximation possible

4 méthodes d'approximation étudiées :

@ Par valeurs moyennes : on maille I'espace et on calcule la valeur
moyenne de u sur chaque maille.

urT—E)l/(Xv w) = Z Iun(tn+17 1M)1M(X7 w)
M

@ Par interpolation linéaire : on calcule la valeur de u en certains points,
et on interpole entre ces points

@ Par des polynémes de degré arbitraire : on se fixe un un degré d et on
sélectionne le polyndme qui minimise I'erreur en norme 2 en un
certain nombre de points

@ Par des polyndmes de Bernstein : permettent d'approcher de maniére
uniforme la fonction v via sa valeur en un certain nombre de points.
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Etude sur équation simplifiée

1 dw'

+0Tu(t,w):as/ u(t,w')7—|—f
-1

Ju(t,w)
ot

@ Pas de dépendance en espace = solution analytique

@ Pour I'IMC, on cherche a calculer des expressions du type :

tit1
/// u(t, x,w)dtdwdx
MJS Jt;

On transpose le probleme de I'intégrale "sur une maille” en un
probleme d’intégrale sur "une partie de sphere” D en w et on
s'intéresser a trouver de bonnes estimations de

tit1
/ / u(t,w)dtdw
D Jt;
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Configuration des tests

Dépendance spatiale supprimée = solution analytique a (3)
Maillage en espace = Maillage en angle w € (—1,1) (Etude 0D-Plan)

calcul erreur
MCA . MCA
colrl10nu via méthode —— norme L1 sur
testée t— [y, u(t,w)dw

On calcule I'erreur en 60 instants t € (0,2), avec un instant intermédiaire

en t; = 1 sur
ti—)/ u(t,w)dw

pour la maille M = (—0.6, —0.4)
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Configuration des tests

Dépendance spatiale supprimée = solution analytique a (3)
Maillage en espace = Maillage en angle w € (—1,1) (Etude 0D-Plan)

calcul erreur

MCA . MCA
Coléonu via méthode —————  norme L! sur
testée t = fM u(t, w)dw

Tests réalisés sur 4 fonctions wug :

Expression sup ‘8“(15 w)| sup ‘goﬂ(t w)‘
we[—1,1] we[—1,1]
W Ip,y(w) +00 400
_3w 3 3
w 127w16 136 2040
w fe%fj“gdx ~ 285 ~ 22837
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Exemple de trajectoire

Exemple de trajectoire en 200 points avec instant intermédiaire en t = 1
0.14
0.12

0.1+

MCA - valeurs moyennes

Solution analytique

(w))

<
o

©

8-102
36102

—

X 4.1072

3
2.1072
0,

T T
0 0.5 1 1.5 2
Temps t
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Résultats

1 -3
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Résultats

Arguments en faveur de I'approximation par valeurs moyennes :
@ Meilleur mérite : temps de calcul réduit, précision élevée, simplicité de
mise en place
@ Les calculs intermédiaires nécessaires pour la mettre en place sont
réutilisés pour IMC

o Conserve |'énergie totale :

/1 u(ty, w)dw = /1 up? (w)dw

-1 -1
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Comparaisons MCA / MCD - Source nulle

ler test :
@ Pas de terme source
o Energie initiale ug : w — Lioy(w)/2
@ On calcule I'erreur en 60 instants t € (0,4), avec un instant
intermédiaire en t = 2 sur

—0.4
Lo, n (8,5 X 10,6, —0.4) = /06 u(t,w)dw

e Nombre total de particules testées : N € {100, 300, ...,9900}
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Comparaisons MCA / MCD - Source nulle

Comparaison MCA/MCD - 0D Sans source (log-log)

-1+ — Méthode directe
—— Méthode adjointe 0 — t; — t
—1.5 —— Méthode adjointe 0 — t,
& —2-
3
£—2.5
w
—3
—3.5

x x x x x x x x x x
45 5 55 6 65 7 75 8 85 9
Nombre de particules (log)
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Ajout d'un terme source - calcul de I'intégrale du terme

source : déterministe vs FullMC

Méthode directe : calcul de I'intégrale

S A)E, 75,y [#(X (), Q) K oleXORONC] g

Stochastique : émission

de particules a des instants

E, #(s, en plusieurs points aléatoires au cours de la simu-
lation

Déterministe : calcul de
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Ajout d'un terme source - calcul de I'intégrale du terme

source : déterministe vs FullMC

Méthode adjointe : calcul de I'intégrale
JSF(t—s,X(s),s))e” Jo 7a(t=C.X(€).2(¢))d¢ g

N\

Stochastique :
évaluation des parti-
cules en des instants

Déterministe :
évaluation des particules
en plusieurs points

aléatoires
FullMC : mémes ins- FullMC-1 : 1 instant
tants pour tous (environ aléatoire pour chaque
20) particule
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Comparaisons MCA / MCD - Source non-nulle

Comparaison MCA/MCD - 0D Avec source (log-log)

—
a0
i)
N—r
A
5 —2-
y Methode directe 5
w Methode directe 10
Methode directe 20
—3 Methode adjointe 20
— — — Methode directe fullMC
— — — Methode adjointe fullMC

x x x x x
4.5 5 55 6 6.5 7 7.5 8
Nombre de particules (log)
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Comparaisons MCA / MCD - Maillage

On travaille en 1D sur le maillage test suivant :

x | (0,1) | (1,2) | (2,3) | (3.4) | (45)
(o 1 2 1 3 2
Os 1 2 1 3 2

Et avec I'équation

ou ou B ,
E(Rxaw) +w- &(tvwi) + (O'a + O'S)U(t,X,UJ) = 0s /_1 u(tawi )7
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Comparaisons MCA / MCD - Source nulle

Comparaison MCA/MCD - 1D Sans source (log-log)

—— Méthode adjointe
1+ —— Méthode directe
= 07
3
W
o
3

x x x x x x x
3 35 4 4.5 5 55 6 6.5
Nombre de particules (log)

~ -
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Comparaisons MCA / MCD - Source non-nulle

Comparaison MCA/MCD - 1D Avec source (log-log)

—— Méthode adjointe FullMC-1
—— Méthode adjointe-det
1+ —— Méthode directe 65%

;BD 07 \
5
g
b~
-2 4

x x x x x x x
3 35 4 4.5 5 55 6 6.5 7
Nombre de particules (log)
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Probleme de I'accumulation de I'erreur

Si on considére de nombreuses itérations IMC avec ces
approximations a chaque fois, I'’erreur reste-elle "raisonnable” ?

— Pour tester, on va calculer la méme trajectoire en ajoutant de plus en
plus d’instants intermédiaires et calculer I'erreur associée
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Résultats propagation de I'erreur

up constante par morceaux U & (x,w) — x(1 —x/5)
4
P

o 3
=1
L
Llj ——— 100 particules ——— 100 particules

2 ———— 300 particules 1 - ———— 300 particules

——— 700 particules ——— 700 particules
1 ——— 1100 particules ——— 1100 particules
T T T T T T
0 30 60 90 120 0 30 60 90 120
Nombre d'intervalles Nombre d'intervalles

— Méme avec de nombreux intervalles, |'erreur reste moindre qu'en
méthode directe (respectivement 3.5 et 2.8 pour ces deux fonctions en
méthode directe avec 10 000 particules)
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Questions ouvertes

Conditions limites :

@ Absorption : envisageable en méthode adjointe, mais des particules
sont " perdues”

@ Réflexion : aucun souci

@ Flux entrant : encore a |'étude, traitement difficile en méthode
adjointe. Possibilités :

o Arréter les particules lorsqu’elles atteignent la limite du domaine

o Simuler un flux entrant indirectement en ajoutant une maille artificielle
contenant de la matiére chaude

t
/ f(t —s,X(s),Q(s))e” Jo oa(t=C.X(€), ()¢ 4 ¢
0
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Merci pour votre attention

Des questions ?
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