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Construction du mouvement Brownien et cas
d’application : la régularisation par le bruit

Mathis Fitoussi

LaMME

1 Une équation sans solutions classiques

2 Mouvement Brownien
3 Régularisation par le bruit
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EDO

dXt = b(Xt)dt, t ≥ 0

Si b est Lipschitz (ou C 1), il y a une unique solution.
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EDO

dXt = b(Xt)dt, t ≥ 0

Si b est Lipschitz (ou C 1), il y a une unique solution.

Si b ∈ Cγ , γ ∈ (0, 1), il y a une solution, pas forcément unique.

Rappel :

b ∈ Cγ(R) ⇐⇒ ∃k > 0 : ∀(x , y) ∈ R2, |b(x)− b(y)| ≤ k|x − y |γ
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EDO

dXt = b(Xt)dt, t ≥ 0

Si b est Lipschitz (ou C 1), il y a une unique solution.

Si b ∈ Cγ , γ ∈ (0, 1), il y a une solution, pas forcément unique
(dXt = sgn(Xt)

√
|Xt |dt,X0 = 0 par ex.)
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EDO

dXt = b(Xt)dt, t ≥ 0

Si b est Lipschitz (ou C 1), il y a une unique solution.

Si b ∈ Cγ , γ ∈ (0, 1), il y a une solution, pas forcément unique
(dXt = sgn(Xt)

√
|Xt |dt,X0 = 0 par ex.)

Si b ∈ L∞, pas forcément de solution
(dXt = −sgn(Xt)dt,X0 = 0, sgn(0) = 1 par ex.)
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Définition du mouvement Brownien
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Construction du mouvement Brownien

Objectifs :

1 : ∀t ≥ 0,Wt ∼ N (0, t)

2 : Les trajectoires obtenues sont continues

3 : Les accroissements sont stationnaires et indépendants
i.e. (Wt+s −Wt) ∼ N (0, s) et (Wt+s −Wt) ⊥ Wt
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Construction du mouvement Brownien

Objectifs :

1 : ∀t ≥ 0,Wt ∼ N (0, t)

2 : Les trajectoires obtenues sont continues

3 : Les accroissements sont stationnaires et indépendants
i.e. (Wt+s −Wt) ∼ N (0, s) et (Wt+s −Wt) ⊥ Wt

Construction itérative de (Wt) sur [0, 1].

On choisit W
[1]
0 = x et on tire W

[1]
1 = z selon une loi N (0, 1)

On remarque alors que pour vérifier 1 et 3, il faut que W
[1]
1/2 ∼ N ( x+z

2 , t−s
4 )

Pour s ∈ [0, 1]\{0, 1/2, 1}, on interpole afin de vérifier 2
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Construction du mouvement Brownien

Objectifs :

1 : ∀t ≥ 0,Wt ∼ N (0, t)

2 : Les trajectoires obtenues sont continues

3 : Les accroissements sont stationnaires et indépendants
i.e. (Wt+s −Wt) ∼ N (0, s) et (Wt+s −Wt) ⊥ Wt

Construction itérative de (Wt) sur [0, 1].

On choisit W
[1]
0 = x et on tire W

[1]
1 = z selon une loi N (0, 1)

On remarque alors que pour vérifier 1 et 3, il faut que W
[1]
1/2 ∼ N ( x+z

2 , t−s
4 )

Pour s ∈ [0, 1]\{0, 1/2, 1}, on interpole afin de vérifier 2

On itère en définissant (W
[2]
t ) avec de nouveaux tirages en 1/4 et 3/4.

La limite est un MB partant de x .
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Régularisation par le bruit

Considérons maintenant

dXt = sgn(Xt)
√
|Xt |dt + dWt , X0 = 0, t ≥ 0,

⇐⇒ Xt =

∫ t

0

sgn(Xs)
√

|Xs |ds +Wt

avec (Wt) un MB standard.
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Régularisation par le bruit

Considérons maintenant

dXt = sgn(Xt)
√
|Xt |dt + dWt , X0 = 0, t ≥ 0,

⇐⇒ Xt =

∫ t

0

sgn(Xs)
√

|Xs |ds +Wt

avec (Wt) un MB standard.
On a alors existence et unicité d’une solution ([Veretennikov, 1980]).
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Limite zero-bruit

Considérons maintenant

dXt,ε = sgn(Xt,ε)
√
|Xt,ε|dt + εdWt , X0 = 0, t ≥ 0,

avec (Wt) un MB standard.

Théorème ([Delarue and Flandoli, 2014])

Soit Pε la loi du processus (Xt,ε) (i.e. la loi de la trajectoire complète de Xt,ε).
On a la convergence en loi :

Pε =⇒
ε→0

δx+ + δx−

2

avec

x+t := t2/4

x−t := −t2/4
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Illustration ε → 0
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Merci pour votre attention

Des questions ?
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