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Ejercicios Leccion n° 2: Soluciones mild de Fujita-Kato USFQ, otono 2016

Ejercicio 1 —  Soluciones mild y ecuacioens de Navier-Stokes

El objetivo de este ejercicio es mostrar que la formulacién mild de las soluciones de las ecuaciones
de Navier-Stokes:

¢
At 2) = hy % o (x) — / Bty * B((@- V)id)(s, 2)ds (1)

0
donde h; es el nticleo del calor, iy € H.(R?) es el dato inicial (la velocidad del fluido en el tiempo t = 0),
P(p) = ¢ — ﬁ%div(gp) es el proyector de Leray y @ € L>([0,T], H'(R*)) N L*([0,T], H*(R?)) es la velocidad;

verifica las ecuaciones
o+ P((u- Vi) — Ad = 0. (2)

Para lo cual empezaremos por verificar algunas propiedades ttiles del nticleo del calor h;.

1. Sea p(t,x) una funcién en la clase de Schwartz y h;(x) el nicleo del calor, consideremos la convo-
lucién entre estas dos funciones en variable espacial: h; x o(t,z) = / hi(z — y)o(t,y)dy. Usando la
R3

transformacién de Fourier (en variable espacial) mostrar que:

(a) Oy (hyx ) = A(hy %) + hy * Opp.

En efecto, en primer lugar notaremos la transformacién de Fourier (siempre con respecto a la variable
espacial) de una funcién f(¢,z) por

FIAEE).

De esta forma tenemos que

Floe(he x0)(t,6) = 0(Flhe * ]) (1, €) = 0 (Flhe] Fleo]) (2, €)
= (OcF ] (t, €)) FLel(t, ) + Flhe) () (0 F ] (2, €))- (3)

En este punto usamos el hecho que el ntcleo del calor verifica la ecuacién 9 hy = Ahy. Esto nos permite
calcular facilmente el término (9, F[h¢](t,&)) pues si en la ecuacién anterior tomamos la transformacién de
Fourier (siempre con respecto a la variable espacial) obtenemos entonces que

(OuF ] (t,€)) = FIA](E, €)- (4)
De este modo, reemplazando en el ultimo término de la ecuacién tenemos entonces que
Fl0u(he = )](t, ) = FIARJ(E, ) Flip)(£,§) + Flhu](€) (0 F ] (2, €))-
Ahora, tomando la transformacién de Fourier inversa en esta tltima expresién obtenemos finalmente que

815 (ht * QD) = A(ht * QD) + ht * 3t<p

(b) hex (h_yx @) =h_y*x (hy x ) = @.

Siguiendo el mismo razonamiento que el literal anterior, al tomar la transformacién de Fourier obtenemos
que
Flhe * (h—e x p)|(t,€) = Flhe] Flhoy x ¢](¢,€) = Flhe] F[h—e] Fl](t, €) (5)



Usamos ahora el hecho que la transformacion de Fourier con respecto a la variable espacial del nucleo del
calor esta dada por

Flh(€) = 711, (6)

de donde podemos observar que F[hi|F[h_¢](§) = e~ e’ etlel” = 1y volviendo a la ecuacién (5 obtenemos
entonces la igualdad

Flhe * (h—y x )](t: €) = Flel(t, €)

de donde al tomar la transformacién de Fourier inversa tenemos que
ht * (h—t * ()O) = p.

La verificacién de la otra identidad
hx (h—y x @) = ¢

sigue el mismo razonamiento.

(c) /Ot hii—s) * (s, x)ds = hy * (/Ot h_g % cp(s,x)ds) .

De la misma manera, al tomar la transformacion de Fourier con respecto a la variable espacial y uti-
lizando la identidad @ se tienen las siguientes igualdades

f[/oth<t_s>w<s7x>ds} © = /Otf[ha_s)w(s,)}(f)ds: /Otf[ht_snf)ﬂso](s,oczs

_ / e—(t—5>‘5‘2f[<p](s,§)ds — o tlél /t e$|£|2f[@](s,£)ds.

0 0

Finalmente, al tomar la transformacién de Fourier inversa en esta ultima expresiéon obtenemos la igualdad

buscada . .
/ hit—s) * @(8,x)ds = hy * (/ h_s % (s, x)ds) .
0 0

2. Mostrar que la formulacién mild dada por la expresién (1)) se escribe como

At ) = hy * <ﬁ0(x) - Ot hg % P(( - 6)@)(s,x)ds> .

En efecto, en el segundo término a la derecha de la formulacién mild por la propiedad (¢) podemos escribir

/Ot hosy % B((@ - 9)id) (s, 2)ds = hy # (/Ot h < P((- ﬁ)g)(w)ds)

de donde obtenemos que

it 7) = hy % (ao(a:) - /O P 6)@)(5,33)@) . (7)

3. En la expresién anterior calcular 0,i(t,z) y deducir que (¢, z) verifica formalmente las ecuaciones

(2)-

Derivando la expresion con respecto a la variable de tiempo t y utilizando el literal (a) de la Pregunta
[I] tenemos que

di(t,z) = A (ht x <ﬁ0(x) - /Ot h_g % P((i - 6)&)(5@)613)) + hy * O, (ﬁo - /Ot h_g % P(i - ﬁ)ﬁ(s,x)ds> .



Ademas, por la identidad podemos ver que el primer término a la derecha de la igualdad anterior corresponde
precisamente a Au(t,z) y tenemos entonces que

t
Ayil(t,x) = Adi(t,z) + hy * O (ﬁo — / h_g % P(i - V)i(s, :z:)ds) .
0
Finalmente, en el segundo término a la derecha de esta igualdad tenemos que
t — —
Iy * Oy <7I0 - / h_gsxP( - V)ﬂ'(sm)ds) = —hy * (h,t « P(d - V)u(t, x))
0
y por la propiedad (b) de la Pregunta concluimos entonces que
. (h,t «P(T - V)it :c)) = —P(@- V)i(t, ).

De esta manera hemos probado que

Byii(t, x) = Ad(t,x) — P(d- V)i(t, z),

es decir, B
Ot(t,x) + P(d - V)u(t,z) — Ad(t,z) =0

y de esta manera la formulacién mild dada por la expresion verifica las ecuaciones de Navier-Stokes .

Criterios de explosion para las soluciones mild de Fujita-Kato

El objetivo de estos dos ejercicios es mostrar los criterios de explosién en tiempo para las soluciones
mild construidas en el teorema de Fujita-Kato (ver la Leccién 2, Teorema 2). Empezaremos con
algunas definiciones y notaciones: notaremos por

Tnza.?,‘ )

donde 0 < T4 < +00, el tiempo mazimal de existencia de la solucién mild @, es decir, para todo
0 < T < Tmax se tiene que @ € L>=([0,T], H*(R?)) N L*([0,T], H*(R?)) donde % estid dada por la expresién
(con el dato inicial @, € H!(R?)) y entonces por el Ejercicio [1| verifica las ecuaciones de Navier-Stokes

(2)-

Se tiene que T),,; < +00 y en el estado actual de nuestro conocimiento sobre las ecuaciones de Navier-
Stokes no podemos dar una informacién mas precisa sobre 7),,;, es decir, no sabemos si T, < +0 ¥y
por lo tanto el tiempo maximal de existencia de la solucién « es finito o si bien T,,,, = +00 y la solucién
existe sobre el intervalo de tiempo [0, +oo[. En este cuadro los criterios de explosién en tiempo para las
soluciones mild de Fujita-Kato consiste en suponer que

Traz < 400,

es decir, suponemos que el tiempo maximal de existencia de la solucién « es finito y por lo tanto no
podemos construir dicha solucién mas alld de este tiempo. Decimos entonces que tenemos una explo-
si6n (o “blow-up”) de la solucién en el tiempo T, ¥y queremos saber de qué forma se produce esta
explosién.

Ejercicio 2 —  Primer criterio de explosion

Se quiere mostrar que si T, < +00 entonces  sup  [|u(T) )|z = +oo.

<Tmax



1.

Sea T < Tyq: €l tiempo de existencia de la solucién mild «# dado por el teorema de Fujita-Kato
(ver Teorema 2, Leccién 2). Tomando ahora el dato inicial @(7),-) y 6 > 0 (suficientemente pequeno)
construir una solucién # sobre el intervalo [T,T + ¢]. Para ello considerar la formulacién mild

t

t2) = by < T.0) = [ sy B D)) (s,2)ds (8)

) 1
6 = min (17 - 4> ,
(82| a(T, )| m1)

donde ¢ > 0 es una contante.

En primer lugar comenzaremos por explicar méas en detalle la formulacién mild aqui arriba. Una vez que
hemos construido una solucion mild de la ecuaciones de Navier-Stokes en el espacio L>([0,T], H'(R3)) N
L2([0,T], H?(R?)), donde hemos tomado un dato inicial en el tiempo ¢t = 0 dado por @y € H}(R?) y el tiempo
de existencia T' > 0 estd dado por el teorema de Fujita-Kato (Teorema 2 de la Leccién 2) queremos extender
dicha solucién hacia el intervalo de tiempo [T',T + §] y para ello partimos ahora del dato inicial en el tiempo
t =T dado por @(T,-) € H(R?).

De esta manera, para construir una solucién mild en el intervalo de tiempo [T,T + J[ seguiremos los mis-
mos pasos vistos en la demostracién del Teorema 2 de la Leccidn 2 del curso donde la herramienta de base es
el principio de contraccién de Picard (Teorema 1, leccién 2).

En efecto, empezamos por fijar el espacio funcional donde queremos construir la solucién mild el cual
estd dado por

E = L®([T,T + 0], H'(R®)) N L*([T, T + 6], H*(R?))

dotado de la norma

[N

T+6
1l = 1l mz + 1 p2s = sup wwmm+wmmmw(/ mmm@@
T<t<T+4d T

De esta forma, observando la formulaciéon mild arriba vemos que el campo de velocidades (¢, z) se escribe
como una ecuacién de punto fijo

@=h(t—T)*aT,") + BT, 1) (9)

donde la forma bilineal B(#, @) estd dada por la expresién

B(it, i) = — /T By * B((@ - ¥)id)(s, 2)ds

y para poder aplicar el principio de contracciéon de Picard y construir de esta manera una solucién a la ecuacion
@ i@ € ¥ debemos verificar dos cosas:

(a) [|h(t =T)*u(T, )l < cfla(T,)az ¥
(b) [|B(@, )| & < Clld el &,

donde, como hemos visto en la demostracion del teorema de Fujita-Kato (Leccién 2, Teorema 2) la constante
C' dependerd de la longitud del intervalo de tiempo donde construimos la solucién @, en nuestro caso dado que
el intervalo de tiempo es [T, T + [ la longitud de este intervalo es precisamente ¢ y por lo tanto la constante C
dependerd de 0. De esta manera escribiremos C' = ¢(4).

Verifiquemos entonces los putos (a) y (b) aqui arriba.



(a) Por la defincién de la norma || - || g tenemos que
[h(t = T) * a(T, )l = [|h(t = T) * @(T, )l mz + 10t = T) % @(T, )|l 12 2
donde: para el primer término a la derecha sabemos que
[t =T) « @(T,)pgems = Nt =T)* AT, )| Lgerz + [Pt = T) * G(T, )| oo 1
< bt = T) % (T, )| e 2 + 67 [t = T) % 0(T, )| 2 11

donde, por el Lema 1 de la Leccién 2 y el hecho que por definicién § < 1 tenemos que

[h(t =T) % (T, ) gz < cllu(T, )22

1 ~ _
53|t —T) % AT )| 2y < AT, )] 12
De esta manera obtenemos que
[h(t = T) * u(T, ) Lgorz + [[(t = T) * U(T, )| poo gy < cl|U(T’ )l L2 < ell@(T, )| a2 (10)
donde la constante ¢ > 0 es una constante numérica (de manera m4s precisa tenemos que c es igual a 1+%).

Ahora vamos a controlar el segundo término de la norma ||h(t — T) x @(T, -)|| g dado por la expresién

T+06
/T |A(R(t = T) % @(T,-))||?2dt.

En efecto, por la igualdad de Plancherel y el teorema de Funibi tenemos que

T+5 T+5
/T |AGh(E = T) (T, ) |2t /T | [Ah(E — T) = (T, )] 25

T46 R
/ / €2 2= DI | Fa)(T, €) [Pdedt
]RS

T

T+0 R
L] e Fa o para

/ ( In |5|2e2<”>f2dt) Fla)(T, €)2de.
R3 T

IN

En esta ultima expresiéon obtenemos que

/OO g[2e-20-T)leP gy = L
T 2
y de esta manera obtenemos la desigualdad
T+ ) 1 )
/T IAGR(E = T) * a(T )zedt < ST, 22 < [1E(T, ) o (11)

Finalmente, por la desigualdades y tenemos que
[h(t =T) *u(T, )| g = |h(t = T) = @(T,)lpgerz + [|(t = T) * @(T’, )| poo s < cl|@(T, ) |2 (12)

lo que verifica en punto (a).



(b) Ahora vamos a mostrar la continuidad de la forma bilineal

|B(@,9) ||z < c()l|dllelldle

donde recodamos que B(, @) estd dada por la expresién
t -
B, @)(t, 7) = — /T hes) * P((@ - ¥)i0) (s, 2)ds.
Nuestro punto de partida es la siguiente desigualdad la cual es obtenida por el Lema 2 de la Leccion 2:
1B(t@, )|l p = |1 B, @) Loy + 1B, @)| 12 2 < cll@ @ | 21 -

Luego, queremos mostrar la desigualdad

@l 2 < (@l ldls

, con alguna constante que depende de d, ¢(d) > 0 y para ello usaremos las leyes de producto en los espacios
de Sobolev (Lema 3 de la Leccin 2) de donde para casi todo tiempo ¢ € [T, T + §[ obtenemos que
[, ) @ alt, )l g < ellalt, ) g @ )l g

2
x

de donde

T+5 T+5 3
- . - 2 . 2 . 2
1@ @l L2y = [a(t, ) @alt,)z.dt | <e [t ) s [la(t, )7, dt
i T e T HE @

y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (en la variable de tiempo) se tiene que

1

2

Bl

T+6 3 T+6 1 T+6
— 2 — 2 — 4 — 4 _ — . — .
c /T (e, Iy e, iyt ) < /T It I 5 /T It gy | = el g Nl

De esta forma tenemos la desigualdad

1 © ] 2y < cIIﬁHL%ng ]| 1 gy -

Ahora estudiaremos cada unos de los dos términos a la derecha. Para el primer término, ||| .3, porlas
LiH2

desigualdad de interpolacién ente espacios de Sobolev tenemos que

1 1
(e, ) 5 < ell )l Ay e,

y de esta manera obtenemos que

T+0 T+0
- 4 _, _
e = [ W< [ .
T+
< i . 2. i . 2. = ill2 . i7ll2 .
< o s el ) ([ N Byt ) = el g 12,
de donde tenemos que
B O R . R
10, < €l ey 1y < Ny + Tl = el



Estudiemos ahora el segundo término, ||@l|, 4z, donde obtenemos directamente que
t " x

ris % s \E 1
il = [ Vallyae) < (s il ) ([ de) =60l < 6l
e T e T<t<T+6 . T v

Asi obtenemos el control ||4 ® EHLfH} < ¢01||d) 5@ g y entonces
Lo L Lo s
1B@ Dl < 179 T2 < 0l |1]15
donde la constante ¢(8) estd dada por ¢(6) = ¢d3 con ¢ > 0 una constante numérica.

Una vez que hemos verificado los puntos (a) y (b) ahora vamos a mostrar la existencia de @ € E solucién de
la ecuacién de punto fijo @ = h(t — T') = 4(T,-) + B(, @). En efecto por el punto (a) sabemos que ||h(t — T') *
u(T,-)||g < c||u(T,-)|| 1 y por el punto (b) sabemos que || B(4, @)||r < ¢6%||@|| g |@|| £ De esta manera al tomar
§ (la longitud del intervalo [T, T + §]) como

6 = min <1, - L 4>
(8c2[|a(T, )| mr1 )

(108 (elaT, i) <

tenemos que

N |

y entonces obtenemos el control
1
48 ¥ [h(t =)+ A(T, )| < (4e8% ) (elld(T ) |m) < 5 < 1.

Asi, verificamos la condicién del principio de contraccién de Picard (ver Teorema 1, Leccién 2) y entonces existe
4 € E solucién de la ecuacién
t

@ = h(t = T) « (T, ) + B(@, @) = h(t — T)  i(T}-) — /T hes) * P((@- V)i0) (s, -)ds

sobre el intervalo de tiempo [T, T + ¢].

De acuerdo a la definicién de T,,,; deducir que T + § < T),q. Y que esto sélo es posible si se tiene

Tgl%lm% [a(T, )|y = o0

Recordemos rdpidamente el panorama. Dado @y € H}(R?) un dato inicial, por el teorema de Fujita-Kato (Teo-
rema 2, Leccién 2) sabemos que existe un tiempo 7 > 0 y una solucién mild a las ecuaciones de Navier-Stokes
i(t,x) dada por la formulacién la cual estd definida sobre el intervalo de tiempo [0, 7). Luego, tomando

1, ——L—
(se211@(T, )l 1)
ejercicio anterior construimos una solucién mild @(¢, ) sobre el intervalo de tiempo [T, T + 4] y de esta manera

obtenemos una solucién mild sobre el intervalo de tiempo [0,7 + §].

el dato inicial @(T,-) € HL(R3) y para § > 0 suficientemente pequeiio § = min , en el

Por otro lado hemos supuesto que Tper < +00 es el tiempo mazimal de existencia de la solucién @(¢, x) y
de esta manera tenemos que T 4 0 < T},q. de donde

0 < Thmaz—T-



En esta expresién podemos observar que si el tiempo 7' se acerca por la izquierda al tiempo Tj,q. (el tiempo
donde hemos supuesto que se produce produce una explosién de la solucién (¢, -)) entonces necesariamente §
tiende hacia cero. Pero si volvemos a la definicién de §:

, 1
6 = min <1, - 4>
(81 a(T, )| mr)

vemos que la tnica forma de que § tienda a cero cuando T' — T},4. €8 que

lim  [Ja(T, )| g2 = +o0.

T—Tmax
Concluir entonces que  sup ||@(T, )| g = +oo.
0<T<Tmax ’
Como lim ||@(T,-)||gr = +oo entonces sup  ||@(T,")||gr = +o0 y concluimos de esta manera que al su-
T—Tmas @ 0<T<Tmax )

poner el tiempo maximal de existencia de la solucién de la solucién mild @, T}z, un tiempo finito (Th,e. < +00)
vemos que, en efecto, la solucén @ no puede ser construida mas alla del tiempo T;,. pues se tiene que

sup  |a(T, )|y = +oo,
0<T<Tmaz

es decir, la norma [|[@(T, )|/ explota en el tiempo Tz -

Ejercicio 3 —  Segundo criterio de explosion

Trnam
Se quiere mostrar que si 7},,; < +00 entonces / la(t, )|)* g dt = +oo.

En el ejercicio anterior vimos que si Tpqr < 400 entonces  sup  |[u@(7),-)||gz = +oc lo que nos da una prime-

0<T<Tmaxz

ra informacién sobre la explosién de la solucién mild (7T, -) cuando T se acerca al tiempo maximal de existencia
Tmaz- En este ejercicio obtendremos una segunda informacién sobre la explosién de @(7), -) cuando T — Tiaz la cual

Trmaz
estard dada por el hecho que / a(t, )| gdt = +o0.
0 Hy

1.

Multiplicar la ecuacién (2)) por # y tomar la integral sobre R3. Luego mostrar que

sup (T, )z < +oo.
O<T<T’VYLO/1‘

Puesto que para todo 0 < T < Ty,a, se tiene [[u(T, )| g1 = [|U(T, )| L2 + |a(T, )|l ¥

sup  [|a(T, )|y = +o0
concluir entonces que
sup  [|a@(T, )| g = +oo. (13)
0<T<Tmax ’
En efecto, dada la solucién mild @ € L H} N L2H?2, por el Ejercicio |1 sabemos que @ verifica la ecuacién
Ot + P((d - V)&) — Ad = 0 y ahora al multiplicar puntualmente esta ecuacién por @(¢,x) y al integrar sobre
R3 obtenemos que

Opti(t, x) - u(t, x)dx + / P((i - V)a@)(t, x) - @(t, z)dx — Ai(t,z) - d(t, z)dx = 0,

R3 R3 R3

donde, antes de trabajar con esta igualdad debemos mostrar que cada una de las integrales estdn bien definidas,
es decir, son cantidades finitas. Para ello empezaremos por el término no lineal P((@ - V)@) el cual se escribe



como P((« - V) ) = P(div(d ® @)) dado que div(@) = 0. En este término observamos el producto @ ® @ donde,
puesto que @ € L HL N LZH2 para casi todo tiempo t se tiene que u(t,-) € H1 N H2 y por interpolacién entre

estos dos espacios de Sobolev obtenemos que (¢, ) € H_? 2

De esta manera por la leyes de producto entre espacios de Sobolev (Lema 3, Leccién 2) tenemos que (¢, ) ®
i(t,") € Hy (pues ||[d(t,") @ @(t, )|z < cllat, )| gl ). s < +00) y entonces obtenemos que div(d ®
@)(t,") € L2. Finalmente por la continuidad del proyector de lLeray P(-) en el espacio L2(R3) tenemos que
P(div(@ ® ©@))(t,-) € L2.

Estudiemos ahora el término Ad(t,-). Dado que @ € L?H? entonces casi todo tiempo t se tiene (t,-) € H? y
luego Aii(t, ) € L2.

Por otro lado para la derivada temporal, 8;%, tenemos que 0;ii(t, ) = —P((@ - V)@)(t, ) + At(t,-) € L2.

De esta manera, dado que cada término de la ecuacién 8d(t,-) — P((@ - V)@)(t,-) + Ad(t,-) pertenece al
espacio L2 y dado que (t,-) € H: C L2, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que cada integral
en la igualdad

R3

ot(t, x) - u(t, z)dr + /]R3 P((@ - V)@)(t, x) - @(t, z)dx — At z) - d(t,x)de =0 (14)

R3

es una cantidad finita y podemos ahora trabajar con esta igualdad.

En efecto, para la primera integral aqui arriba por el teorema de derivaciéon bajo el signo integral tenemos

que

1 1 1d
Opt(t, x) - a(t, x)dx :/ SOi(t, z)|*du = *3:&/ it @) [*dz = 5[t )lIZe -
R3 R3 2 2 R3 »

Por otro lado para la segunda integral, puesto que div(@) = 0 y usando inetgracién por partes obtenemos que

/w P((z - V)a@)(t, x) - @(t, x)dz = 0.

Finalmente para la tercera integral, igualmente por integracién por partes obtenemos que
— | Ad(t,a) - @t,z)de = / IV @d(t, ) Pde = ||at, )%,
R3 R3 z
Ahora, reemplazando estas igualdades en la igualdad arriba obtenemos que
(e, Nz + N I, =

de donde

(el <0

y al integrar esta cantidad sobre el intervalo de tiempo [0, 7], para todo 0 < T' < T},,42, Obtenemos que
I1G(T, )22 < 2lldollZe < 2l|doll7, < +oo.
Observamos de esta manera que

sup  [|i@(T,")|Ir2 < V2ol g1 < 400
0<T<Tpaa

y puesto que por el Ejercicio 2 (cuando T}y,q, < +00) tenemos que

sup (@7, )m = sup (IG(T )z + AT, )l g ) = +o0
0<T<Tmax 0<T<Trmax *



concluimos entonces que
sup  [|@(T, )| g = +o0.
0<T<Tmax e
Es decir, es una informacién més precisa sobre la explosion de la norma [|a(T, )| g = |@(T, )|l 22 + [|a(T. )| g
cuando T — Tinaz donde vemos que la norma en el espacio Lﬁ esta siempre controlada y es la norma del
espacio H} la que explota en el tiempo T},q, < +00.

De igual manera, multiplicar la ecuacion por A# e integrar sobre R?. Luego deducir la

desigualdad
d

a5 < Hﬂ(t,')Hifillﬁ(tw)llig
Indicacién: en este punto asumiremos la identidad:
/ P((@- V)a@)(t, z) - Ad(t, z) Z Oyt ) - ((9;) V)i(t, z) da.
R3

En el ejercicio anterior vimos que, casi todo tiempo t, cada término de las ecuaciones de Navier-Stokes d;4(t, -) +
P((@-V)ii)(t,-) — Ad(t, -) pertencce al espacio de Lebesgue L2. Ademés dado que @ € L2(H2) entonce sabemos
que casi todo tiempo ¢, Ai(t,-) pertenece a L2 y entonces por la desigualdad de Cauchy-Schawrz todas las
integrales de la igualdad

Opti(t, ) - Ad(t,x)dx + / P((i - V)@)(t, x) - Adi(t, z)dx — At(t,x) - Au(t,z)dx =0 (15)

R3 R3 R3

estan bien definidas. De esta manera, por una integracién por partes y por el teorema de derivacién bajo el
signo integral, en la primera integral tenemos que

Optl(t, x) - At(t, x)de = / Oy (t, a:)@ wi(t, x)dx = / 0105, (t, x)0u;(t, x)dx
1,j=1 i,j=1
1d

- 1d
= ——— it x)2de = —=—||a@(t, )||%,.

R3

En la segunda integral, por la sugerencia aqui arriba (en donde se utiliza integracién por partes y el hecho que
div(@) = 0 ) tenemos que

/ P((@- V)a@)(t, x) - A Z Oyt @) - ((950) - V)i(t, ) de.
R3
Finalmente en la tercera integral obtenemos directamente que

— | Adt,x) - Ai(t,e)de = — | |Adt ) de = =i, )| ..
R3 R3 ©

De esta manera, al reemplazar estas igualdades en la ecuacién obtenemos que
1d 3
ﬁ%“ﬁ(t’ '>H§1; — Z /Rs dyi(t, x) - ((954) - V)i(t, ) do — ||a(t, ')llig -0
j=1

de donde
|| i(t, zz/ Oyi(t, @) - ((9,0) - V)it ) da — 2]t ) 2. (16)
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Ahora estudiaremos el primer término a la derecha de esta igualdad donde mostraremos que

3
—2ggﬁg@mum-<a> )it 2) da < 2a(t, )| gy Nt g 1) gz (17)

En efecto, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que

22 Oyt ) - ((0;@) - V)i(t, ) da

IN

22 IV @t )l 1 ((950) - V)i(t, )|l 2

22 (¢, )l 11((D5@) - V)t )l 2,

de donde, aplicando la desigualdad de Hélder en el término ||((9;@) - V)il(t, ez (con § =%+ ¢) tenemos

3 3
Qleﬂ'(tw)HH;II((aﬂ)-ﬁ)ﬁ(t,-)lngS2ZIW®6( Mz 1053t s IV @ it ) e

Jj=1

Ahora, por las desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev, en la iltima expresién aqui arriba se tiene que

3
22 loyact,)lles <2y 105t ) g < 1, ) g
i=1 ‘

y ademas . .
IV @at, )lee < IV @ult, )l g = 1t )ll g,

de esta manera obtenemos la desigualdad .

Una vez que hemos verificado esta desigualdad, volviendo a la desigualdad obtenemos entonces que

d, .,

SNy < 2 1T 17z = 2
< nﬁ@fngwafm;% (e, )2 — 20t )2
<t e g — I
< ol lac ol

La desigualdad de Grénwall nos asegura que: dadas ¢(t),9(t), ¢(t) tres funciones de variable real
y a valores en los reales tales que

d

So(t) < GH(H) + 6(0)

entonces, para todo t > 0 se tiene

t
o(t) < p(0)elo ¥()ds +/ (s)els v
0

Usar esta desigualdad para mostrar que
o e [la(t,)I? g de

sup Hﬁ(Tw)II%,lS 12 lido | ;.- (18)
0<T<Tmazx *
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En efecto, en la desigualdad de Grénwall aqui arriba tomamos (t) = ||i(t, ) ||%,,, ¥(t) = |Ji@(t,)|? s v ¢(t) = 0.
x H?

De esta manera, por el literal anterior sabemos que

d, _ _
1 G < Nt I, lact, 1P

3
2
@

es decir, se verifica la condicién en la desigualdad de Grénwall y por una aplicacién directa de esta desigualdad
obtenemos entonces que

O Jola(s)l® gds Jola(s)l? gds
(¢, Iz, <e #E ol gy < e 7 ol s

para todo tiempo t € [0, Tjnaz[. De esta manera al tomar el supremo sobre el intervalo de tiempo [0, Tpnaz|
tenemos la desigualdad deseada

Jomew ac,)|® 5 dt

sup [ @(T, )3, <e w2 o % -
0<T<Tmaax v

Tma$
Usando las expresiones 1) y 1D concluir que si T,,,, < +00 entonces / la(t, )|* g dt = fo0.
0 Hg

Por la expresién 1D sabemos que: si Tinae < 400 entonces la norma |[@(7T), )| ;. explota cuando el tiem-
po T tiende hacia el tiempo maximal de existencia T4z

Por otro lado, por la expresion observamos que tenemos el siguiente control: para todo tiempo T € [0, Tynaz,

JFma= ||a(t, )12 5 dt

(T, I, <e w2 ol F

de donde podemos ver que si la cantidad fOTm” |@(t,-)||? s dt es finita, es decir fOT’""” @, )||? sdt < +oo,
H? H2

entonces la norma ||@(T, -)|| ;. se controla cuando T' — T4 lo que contradice la explosion en el tiempo Thyyax
dada por la expresién .

De esta manera deducimos que si Ty,q. < 400 entonces necesariamente

Tmazx
/ lid(e, |12 dt = +oo
0 HZ

lo que nos proporciona un segundo criterio de explosién en tiempo para las soluciones mild de las ecuaciones
de Navier-Stokes construidas en el teorema de Fujita-Kato.
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