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Ejercicios Leccion n° 5: Regularidad local USFQ, otofio 2016

Para Q =|a, b[x B(xo, po), donde 0 < a < b, zg € R3? y 0 < p, el teorema de regularidad local de Serrin nos
dice que si 7 € L°L2 N L?H! es una solucién débil de las ecuaciones de Navier-Stokes
Qi+ (- V)i — Ali+ Vp =0, div(d) =0, sobre Q, (1)

donde p € D'(Q) y si ademads
w € LPLYX(Q)
entonces
@€ LFH,(Q) N LYHZ(Q),
donde Q =|¢,b[xB(zg,r) C 2, para todo ¢ €]a,b] y r €]0, p|.

En el teorema de regularidad local de Serrin observamos dos hechos importantes:

» Obtenemos regularidad local con respecto a la variable espacial en las soluciones débiles u de la
ecuacién de Navier-Stokes. En efecto, se tiene que @ € L¥*L2 N L?H] sobre |0, +oc[xR? y bajo la
hipétesis @ € L°L°(f2) se obtiene que i € L°HL N L?H? sobre Q =|c,b[x B(xg,7) C Q.

= La presién p(t,z) es tal que p € D'(2) y por lo tanto es un objeto general.

Ejercicio 1 —  La hipdtesis sobre la velocidad

El objetivo de este ejercicio es mostrar que la hipétesis sobre la velocidad u: @ € LeLSe (), es una
condicién que no se deduce del hecho que @ € L°L2 N L?H! y por lo tanto es una hipétesis adicional
que se exige en el teorema de regularidad local de Serrin.

1. Empezaremos por mostrar la siguiente desigualdad de interpolacién clasica entre espacios de
Lebesgue. Sean entonces dos espacios de Lebesgue LP'(A), LP2(A) con 1 < p; < py < 400 y donde
ACR?. Parad € [0,1] seap € [1,+00] tal que 1 = £ +1=f. Usando la desigualdad de Hélder mostrar

la desigualdad de interpolacién

0 -0
I lze < IFNG e l1F11 205 - (2)
Vamos a considerar dos casos:

a) Cuando py < +00.

1-0

Sea entonces 6 € [0,1] y p € [1,+o0] tal que % =8 4 129 1,4 idea consiste en escribir

P1 p2
[ @)P = 1 (@)% f ()P

de donde tenemos que

11 = [ It@pds = [ 1@

Ahora, para «, 8 € [1,400] tales que é + % = 1, aplicando la desigualdad de Holder a la ultima integral
aqui arriba tenemos que

[ ir@es@iora < ( If(w)laa”dx); (/ If(x)lﬂ(””pdx)é-

Puesto que queremos obtener las normas || f||zr1 v ||f||zr2 vamos a fijar los valores de los pardmetros « y

[ como
a=1t y p=2o
op (1—=0)p

de donde tenemos que p; = afp y pa = S(1 — 0)p respectivamente. Adem4s, se tiene que
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dado que p—l + 1 p2 = %; y de esta manera la condicién de la desigualdad de Holder se verifica bien para

estos valores de los parametros a y 8 dados aqui arriba.

De esta forma obtenemos las desigualdad

(A=0)p

< ( [ 1rte |d) ([ 1sa)

de donde al tomar la potencia % tenemos la desigualdad de interpolacién

I lze < WANZo LF N e -

b) Cuando ps = +o0.

En este caso tenemos que % = zfl + 1p;29 = ; de donde vemos que si p; = 400 entonces se tiene
que p = 400 y es inmediato que || f||r~ = || f]|%=|fl}=Y por lo que nos concentraremos en el caso cuando

p1 < +oo. En efecto, escribiendo
()P = [ f ()] f ()|

se tiene que

191, = [ 15@Pds = [ @)t < (sw 1)) [ 1rira)

de donde, como ]% = z% entonces p; = Op y asi tenemos que

IIfI’ipS(suplf(x)l(“’)”) (/ If(:c)l’“dz> TR
€A A

Finalmente al tomar la potenma obtenemos la desigualdad de interpolacién

171z < WA= 2o = 1F1S= 171
2. Dado que i € L{°L2NL?H} mostrar que @ € LY LI donde 1 < p,q < +oo verifican la relacién 2+3=43.
En efecto, por las desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev se tiene que H LR3) c LS(R3) y entonces
L¥L2NL?HL C L°L2 N LZLS. De esta manera obtenemos que
@€ LPL2NLILS,

donde puesto que casi todo tiempo ¢ > 0 se tiene w(t,-) € L?(R3)N L5(R3), por la desigualdad de interpolacién

se tiene que
. - 0 |1~
1t e < 1T )72 lact, ),

con E = 2 + =% donde # es un pardmetro tal que 6 € [0,1]. Ahora, sea p > 1 y al integrar en la variable de

tiempo obtenemOb que

/0+°°< YLyt < /0+°°|< e < (sup e, 12 ( /0+°°||u( N Par).

Queremos mostrar que el término a la derecha de la desigualdad aqui arriba es una cantidad finita en donde
vemos que, como @ € L L2 NL? LS entonces @ € L{°L2 y de esta manera sup, ||@(t, )HL2 = ||u||L°°L2 < +00.

Por lo tanto debemos asegurar que la integral [ [|@(t, )||(1 9%t es una cantidad finita. Para ello, dado que

@ € L?LS vemos que si fijamos el pardmetro p tal que
(1—=8)p=2
entonces [ [|i(t, )| Ge "Pdt = [ [[(t, )| ¢ dt < +o0.
De esta forma obtenemos que si @ € L{°L2 N L2H! ¢ L°L2 N L2LS entonces

oo TP
ue LyLl



donde

1 0 1-06 1

¢ 2776 YT T2
Con estas condiciones sobre los pardmetros de integracién p (en variable de tiempo) y ¢ (en variable de espacio)
mostramos facilmente que p y ¢ verifican entonces la relacion

2 3 3

1-6

p q 2

3. Concluir que si 7 € L°L2 N LfH; entonces no podemos deducir que @ € L{°LY°.

Por el literal anterior sabemos que: como @ € L{°L2 N L?H} entonces @ € LYLY con 2 + 3 = 3. Esta es-
ta relacion que deben cumplir los parametros de integracién p y ¢ no nos permite una gran flexibilidad respecto

a los valores de p y ¢, en particular vemos que el caso que nos interesa cuando p = ¢ = +00 no es posible pues

estos valores particulares de p y ¢ no verifican la condicién % + % = %

De esta manera observamos que, el marco general donde le velocidad @ pertenece al espacio L{°L2 N L?H]}
y las herramientas mateméticas que tenemos a nuestra disposicién (las desigualdades de Holder y de Hardy-
Littlewood-Sobolev) no son suficientes para deducir la condicién en el teorema de regularidad local de Serrin:
@ € LPLY; y por lo tanto es una hipdtesis adicional que hacemos sobre la velocidad « para estudiar su
regularidad local.

Ejercicio 2 —  El contra-ejemplo de Serrin

Puesto que el teorema de Serrin estudia la regularidad local de las soluciones de la ecuacién de
Navier-Stokes con respecto a la varibale espacial nos preguntamos si podemos obtener alguna infor-
macién sobre la regularidad con respecto a la variable de tiempo. En este marco el contra-ejemplo de
Serrin nos muestra que: si no tenemos un control sobre la presién p(¢,z) en la variable de tiempo ¢ en-
tonces no podemos obtener ningin control sobre la regularidad de la solucién 4 en la variable temporal.
Para ello Serrin construyé un ejemplo explicito en donde podemos observar esta situacién. En efecto,
sea ¢ : R3> — R una funcién arménica, es decir, Ay(z) = 2?21 921 (x) = 0, sea ademds « : [0, +oo[— R
una funciéon acotada. Definimos el campo vectorial

i(t,z) = a(t) Vo (x).

1. Mostrar que:

(a) div(d)(t,z) = 0.

En efecto, por la definicién del campo de vectores u(t,z) aqui arriba y el hecho que Ay(x) = 0 tene-
mos que

div(@)(t, z) = a(t)div(Vi)(z) = a(t)Ay(z) = 0.

(b) yii(t, ) = () Vi(x).

De igual manera, dado que @(t,z) = a(t)Vip(z) es inmediato que 8yi(t,z) = (La(t)) V().
(c) (@-V)i(t,x) = 1V|a(t,z)[>.

En este literal usaremos la siguiente identidad del célculo de vectores

(it V)it = %Wﬂ? + (VAR AT,
donde A es el producto vectorial entre dos vectores de R3.
En efecto, por esta identidad tenemos que (@ - V)i(t,z) = %ﬁ\ﬁ(t,mﬂz + (V Ad(t,z)) Adt,z) y en-

(
tonces debemos mostrar que (V A @(t, x)) A @(t,x) = 0. Para ello basta observar que por la definicién del
campo de vectores u(t, x), u(t,x) = a(t)Vi(zx), obtenemos que

VAt z) =V A (a(t)ﬁw(x)) — a(t) (6 A (W) (a:)) —0
pues, por el cdlculo basico de vectores sabemos que el rotacional de un campo gradiente es igual a cero,

es decir, V A (61/)) = 0. De esta manera tenemos que (V A @(t,z)) A @(t,2) = 0 y podemos concluir la

identidad enunciada en este literal.



(d) Ad(t,z) = 0.

Nuevamente por la definicién del campo de vectores @(t,z) = a(t)Vip(z) y el hecho que Ag(z) = 0
tenemos directamente que

Ad(t,z) = A (a(t)ﬁw(x)) — a(h)A (W(x)) = a(t)V (A(z)) = 0.

2. Mostrar que si el término de presién p(¢,z) estd dado por

p(t,2) = — S a(t)u(e) - gt )P )

entonces i(t, ) = a(t)Vi(z) es una solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes ([1).

En efecto, por el literal (a) del ejercicio anterior tenemos que div(@) = 0 por lo que la condicién de diver-
gencia nula es verificada. Ademds, por los literales (b), (¢) y (d) respectivamente tenemos que

Vi(t, z)[* + Vp(t, z)

dyi(t, x) + (@(t,x) - V)a(t, ) — Ad(t,z) + Vp(t,x) = (;ta(t)) Vip(z) + %

de donde, por la definicién del término de presién p(t,x) aqui arriba, al tomar el gradiente 67 tenemos inme-
diatamente que

d = 1 - —
(dta(t)> Vip(z) + §V\ﬁ(t,x)|2 + Vp(t,z) =0
y de esta manera concluimos que
Byii(t, z) + ((t, z) - V)i(t, z) — Ad(t,x) + Vp(t,z) = 0.

Es decir, el campo de vectores @(t, z) = a(t)Ve)(z) v el término de presion p(t, z) = —La(t)ih(z) — 1lat, z)[?
son una solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles .

3. En la expresién del término de presién escribir La(t)(z) = p(t, z) — %|€ﬁ(t7x)\2 y deducir que

el control sobre la regularidad de la solucidén (¢, z) en variable temporal esta dado por el control
sobre la presién p(¢,x) en variable temporal.

En efecto, en primer lugar por el literal (b) de la pregunta tenemos que

oyt ) = ( alt) ) Fulo)

de donde podemos observar que cualquier informacién sobre la derivada del campo de velocidades con respecto
al tiempo, 0y, como su regularidad por ejemplo, recae sobre la regularidad de la cantidad %a(t).

Por otro lado, por la definicién del término de presién p(t,z) = —£a(t)(z) — $]i(t,z)|? tenemos que
d 1= 9
ZO)¥(2) =p(t,2) — Vit 2)]

donde podemos ver que si queremos controlar la regularidad de la cantidad %a(t) debemos entonces controlar
la regularidad del término de presién p(¢,x) en la variable temporal.

Concluimos de esta manera que, el control de la regularidad de 9;u(t, z) estd dado por el control de la re-
gularidad de p(¢, x) en variable de tiempo.



