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Etude de la Théorie K-41

Théorie K-41 de la turbulence de Kolmogorov

Nous allons nous intéresser a trois résultats proposés par la théorie
de la turbulence K-41:

(1) Modele de cascade d'énergie.

(2) Loi de la dissipation d'énergie.
(3) Loi —2 du spectre d’énergie.
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Etude de la Théorie K-41

(1) Modele de cascade d'énergie (Richardson 1922, Kolmogorov 1941)
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Etude de la Théorie K-41

(2) Loi de dissipation d'énergie

Loi de dissipation d’énergie

Lorsque le fluide est en régime turbulent, dans le processus de cascade
d’énergie,

1 o . .

= U = (|u|?)? vitesse caractéristique du fluide, ot u(t,x) est le
champ des vitesses et (-) est une moyenne en espace et en
temps.
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Etude de la Théorie K-41

1z .. g 5
Spectre d'énergie: loi —3

= Pour u(t,x) champ des vitesses d'un fluide, le spectre d'énergie
EK) = [ (369

est I'énergie contenue dans des tourbillons a I'échelle ¢ et donc a la
7 ~ l
fréquence k ~ 7.
= Pour

1 1
ko=— e kp=-—= (%) ! (fréq. de dissipation de Kolmogorov)

Loi —2 du spectre d'énergie

Dans le régime turbulent, pour ko << k << kp on a,

E(k)~ Ce3k™3
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Etude déterministe de la loi de dissipation

= Nous allons maintenant nous intéresser a I'étude d'un fluide
visqueux, incompressible, dans I'espace R3 sur lequel une
source extérieure injecte de |'énergie cinétique
indépendamment du temps et a une échelle /5 >> 1.
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Le cadre périodique: le modele de Doering et Foias
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Le cadre périodique: le modele de Doering et Foias

Equations N-S avec conditions périodiques

O+ u-Vu—vAu+Vp=Ff, ]0,+oo[x[0,L]
V-u=0,
u(0,-) = wo.

= Si ug, f € L? périodiques sur [0, L] et a divergence nulle il existe
u e L>=(]0, +o0], L2([0, L]*)) N L2.(]0, +oo[, H*([0, L]*)) solution faible
périodique sur [0, L]3 et a divergence nulle telle que pour tout T >0

(T o420 / IV ou(t) [dt < [luo]+2 / / (., x)-F () dt.
ons
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Définition de quatre quantités physiques associées au fluide

(1) Longueur caractéristique L > 0 et la longueur initiale £y := £
pour n € N*,
(2) Vitesse caractéristique:

. 1 /7 dt
U = limsup 7/0 Ju(®)5

T—+o0

2

= f agit sur le fluide indépendamment du temps T > 0 cela
explique la moyenne sur le long temps.

= par I'inégalité de Poincaré [|u(t)[|;z < 2= ||V ® u(t)]|;2 et
I'inégalité d'énergie = U < +oo.
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Définition de quatre quantités physiques associées au fluide

(1) Longueur caractéristique L > 0 et la longueur initiale £y := £
pour n € N*,
(2) Vitesse caractéristique:

. 1 /7 dt
U = limsup 7/0 Ju(®)5

T—+o0

2

= f agit sur le fluide indépendamment du temps T > 0 cela
explique la moyenne sur le long temps.
= par I'inégalité de Poincaré [|u(t)[|;z < 2= ||V ® u(t)]|;2 et
I'inégalité d'énergie = U < +oo.
(3) Taux moyen de dissipation d'énergie:
T
szulimsupi V@ u(t )||2 dt
T—+o0 T 0
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Définitions des quatre quantités physiques associées au fluide

(4) Nombres de Reynolds:

Re = % (adimensionnel)

= Rapport entre le terme du transport a I'échelle / :
u-Vu= % U?
et le terme de viscosité a I'échelle fg : vAU =~ V/ > U.
= Le régime turbulent d'un fluide est caractérisé Iorsque
Re >> 1.
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Modele de cascade d'énergie

Lo {1 Lt 4 Ip
- —————— —— — - -
/f—'\\
/7 AN
/ \
i \ sTv TN
| - ! (n\ )
\ / >= - o)
= | f—
\\ l\ / /7 0\ \@ Q)O
~Nl— 7 1 (@)
7 \ / o
/ ~_77
. - \/
|
\\ ! - >
;) e ___
S~ Intervale d'inertie, lorsque Re >>1

Oscar Jarrin Univérsité d'Evry Val d'Essonne



. Introduction
Etude déterministe de la loi de dissipation Le cadre périodique
Un nouveau modele pour étudier la loi de dissipation Le cadre non périodique: le modéle de P. Constantin
Travail en cours et perspectives

Loi de dissipation de Kolmogorov

= On veut étudier la loi de dissipation d'énergie dans le cadre
des équations de N-S.
= Pour les grands nombres de Reynolds on veut montrer:

Loi de la dissipation d'énergie déterministe

Il existe c1,2 :]0, +00[—]0, +o00[ et Ci, C2 > 0 constantes indépendantes des
quantités physiques du fluide et de f telles que

i) c(Re)e < g—; < o(Re)e.

i) limsupge_, o ci(Re) = G, pour i =1,2.
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Loi de dissipation pour le cadre périodique

= La force extérieure f: soient, L >0, o = £ (avec n € N*) et ¢ € L
périodique sur [0, 1]° et a divergence nulle, on définit

ol F > 0 désigne la force moyenne.

Théoréme (Doering et Foias, 2002)

Soit u(t,x) la solution faible périodique des équations N-S associée a la force f
ci-dessus. Il existe c1, co > 0 constantes ne dépendant que de ¢ telles que I'on
a la majoration du taux de dissipation

= L'autre inégalité est un probléme ouvert.
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Le cadre non périodique: le modeéle de P.Constantin

= On considére maintenant un fluide, visqueux, incompressible
et non périodique posé dans |'espace R3 tout entier.

= Dans ce cadre la définition de la longueur caractéristique
L > 0 délicat.
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Le cadre non périodique: le modeéle de P.Constantin

= On considére maintenant un fluide, visqueux, incompressible
et non périodique posé dans |'espace R3 tout entier.

= Dans ce cadre la définition de la longueur caractéristique
L > 0 délicat.

= Le modele de P. Constantin: il s'agit de définir L > 0 a partir
de la force extérieure.

Soit fy € L2(R3) stationnaire a divergence nulle et telle que, pour
fo>0on a

-~ 1
suppfo C B (0, —) .
o
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Le cadre non périodique: le modeéle de P.Constantin

Modele déterministe pour la turbulence, Constantin 2003

Pour up € L*(R?) a divergence nulle et fy définie ci-dessus

O+ u-Vu—vAu+Vp="f, ]0,+oo[xR3
V-u=0,
u(0,-) = wo.

= ll existe u € L2 (]0, +oo[, L2(R?)) N L2 (]0, +00[, H*(R?)) solution faible
qui vérifie I'inégalité d'énergie: pour T >0

T T
|\u(T)||i2+2u/ IVeu(t)|?dt < ||u0||i2+2/ / u(t, x)-f(x)dx dt.
0 0 R3
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Le cadre périodique
Le cadre non périodique: le modéle de P. Constantin

Quatre quantités physiques associées au fluide

(1) La longueur caractéristique de Constantin: pour F = %
€
F
Lo=——.
P IVe e
(2) La vitesse caractéristique du fluide
1
17 dt ’
U = limsup —/ lu(t )||2
T—+o0 T 0
(3) Le taux moyen de dissipation
17 dt
e =vlimsup = |V ® u(t )||2
T—+oc0 T 0
(4) Les nombres de Reynolds
UL
Re = =2
v
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Loi de dissipation pour le cadre non périodique

Théoréme (Constantin, 2003)

Soit u(t, x) la solution faible de

O+ u-Vu—vAu+Vp="f, ]0,+oo[xR?
V.-u=0,
u(0,-) = wo.

Alors il existe Co > 0 indépendante des quantités physiques du fluide et de f
telle que
3

<o (1+ R+ §(Re)—l) .
Lo 4

= L'autre inégalité est un probléme ouvert.
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Les erreurs du modeéle de Constantin

(1) La longueur caractéristique Lo = : dans les calculs on a besoin

de l'inégalité

—F_
IV&Fll oo

_3
IV® fllie < clg IV @ .

(2) La vitesse caractéristique U:

= Pour u(t, x) solution faible on ne sait pas trouver de contrble
simple de la norme L? en temps. Inégalité d'énergie = pour
tout t €]0, +o0],

t
luCO)1Z2 < lluollZz + o [1F117, -

=- on ne peut pas assurer que

[N

1 [T dt
U = limsup —/ u(t)f—5 | < +oo.
T Jo to

T—+o00
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Le résultat de P. Constantin revisité
Encadrement du taux de dissipation

Modification du modéle du Constantin

(1) La longueur caractéristique: L = {p.
(2) La vitesse caractéristique:

= Modification aux équations N-S, pour bloquer |'explosion de
[lu(t)|| 2, en introduisant le terme: pour & > 0 et ky >0

aPau(€) = alljg<y, T(€).
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Le résultat de P. Constantin revisité
Encadrement du taux de dissipation

Modification du modéle du Constantin

(1) La longueur caractéristique: L = {p.
(2) La vitesse caractéristique:

= Modification aux équations N-S, pour bloquer |'explosion de
[lu(t)|| 2, en introduisant le terme: pour & > 0 et ky >0

aPau(€) = alljg<y, T(€).

Equations N-S modifiées

O+ u-Vu—vAu+Vp="Ff—aPu, ]0,+oo[xR?
V-u=0,
u(0,-) = wp.

= pour tout o > 0 il existe

Uo € L(]0, +oo[, LA(R3?)) N L2 (]0, +oo[, HX(R3)) solution de
Leray.
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Modification du modéle du Constantin

= La solution u,, vérifie I'inégalité d'énergie: pour tout
t €]0, +o0],

lua(t)l?2 < =20 [5 IV @ ua(s)[|2ds + [[uol32 +2 f; fes f - ta dxds
—2a [ || Paua(s)|.ds,

= d’aprés l'inégalité de Gronwall, pour 8 > 0, on a Vt €]0, +o0[
2 2 8 A e —5
ua()Ze < lJuoll2e™ 7" + Ellflhz(l —e7)

= maintenant

1
1 /7 dr\°’

U, = limsu —/ ug(t 2, = < 4o00.
M(E(T N ()||%3>
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Le modéle de Constantin revisité

= On prend f; € L2(R3) 3 divergence nulle et telle que, pour
lo >0 suppfl ccC (0, 07, ’ﬁo) et ko = 20160.

= On considére )
Uy € L°°(]0, +oo|, L2(R3)) N L,OC(]O, +oo[, HY(R3)) solution
de Leray du probleme de Cauchy

Nouveau modeéle déterministe

Otle + Uy - Vg — VAUs +Vp = fi — aPaug, |0, 4+00[xR3,
V.- us =0, (1)
ua(0,-) = wo.
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Loi de dissipation d'énergie revisité

Théoréme (Le théoréme de Constantin revisité)

Soit u. une solution de Leray du probléme Cauchy (1). Il existe une constante
Co > 0 qui ne dépend pas de aP.u,, et f telle que

Ua3 CO Ua3
ca < Gg— + ——/€a\| —
=0 Yo v/ Re,, Yo
et donc
3
limsup g4 < Go—nr—.
Req —+00 KO
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Encadrement du taux de dissipation

En prenant o = % on notera par u(t, x) la solution de Leray de

Oru+u-Vu—vAu+Vp=1f — %Pgu, 10, +-00[xR3,
V-u=0, (2)
u(0,-) = up.
On va maintenant s’ intéresser a |'encadrement de taux de
3 ..

dissipation: € ~ c(Re)(,{—2 et pour cela on définira:

(1) une nouvelle longueur caractéristique Ly > 0.

(2) Les nombres de Grashof.
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(1) Une nouvelle longueur caractéristique Lo

. . N o s f
= Pour fi on introduit le paramétre ~ := HQJLF ou F = I ”;2 et
t
on définit /
L, =2
Y

= Par les inégalités de Bernsteinon a 0 < v <1 = Ly > 4.

Soit Ly = m. Il existe c1, o > 0 constantes indépendantes de f; telles
que

al, <Ly <ol

= L, est de I'ordre de Ly.
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Le résultat de P. Constantin revisité
Encadrement du taux de dissipation

(2) Les nombres de Grashof Gr

= Pour F >0, L, > 0 et v > 0 on définit

FL3
Gr = —22
v

= Il s’agit d’'un nombre adimensionnel qui mesure le rapport entre la
force extérieure (FL3) et les forces de viscosité (v2) et qui
caractérise le régime turbulent d'un fluide lorsque Gr >>1

= Selon la théorie k-41, lorsque Re >> 1 alors Gr ~ Re’.
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Le résultat de P. Constantin revisité
Encadrement du taux de dissipation

(2) Les nombres de Grashof Gr

= Pour F >0, L, > 0 et v > 0 on définit

FL3
Gr = —22
v

= Il s’agit d’'un nombre adimensionnel qui mesure le rapport entre la
force extérieure (FL3) et les forces de viscosité (v2) et qui
caractérise le régime turbulent d'un fluide lorsque Gr >>1

= Selon la théorie k-41, lorsque Re >> 1 alors Gr ~ Re’.

Pour encadrer le taux de dissipation £ par rapport a ‘Z—2 I'idée
principale consiste a introduire le nombre adimensionnel et fixe

_ It

2

Go
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Encadrement du taux de dissipation

Théoréeme (Chamorro, Jarrin, Lemarié,2015)

Soient u(t,x) la solution de Leray des équations de N-S modifiées (2), le
parameétre v et le nombre adimensionnel fixe Gy associés a fi. Pour

1
. T 2
o U =lim SUPT 400 (% fo ||U(t)| i2%> ’

i T
o E:V|ImSUpT_>+DQ%f0 ||v® ( )|%ZZ§

720\ . LLr . 7UL2 7FL§
o L, = > a partir de laquelle on définit Re = =2 et Gr = —7*,

si Re > fi"z alors il existe C1(Go), G2(Go), G3(Go), Ca(Go) > O constantes ne
dependantes que de Gy telles que:

(i) Ci(Go)e < L < G(Go)e et
(ii) C3(G0)Re S Gr < Ci(Go)Re?.
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Un fluide non turbulent

Remarque

Le terme de troncature —a.P> u nous permet:

(i)
(i)

entrainer un contréle de ||u(t)||?, lorsque t — +o0 de sorte que
U < +o0.

. . 3 .
en prenant o = %, L, = %0 et en introduisant Go on montre € = ‘L}—z, si
0

Re est assez grand.

Néanmoins en utilisant —%Pz u on a en plus I'encadrement de
0
1
; 2\ 3 .
I'échelle de Taylor £+ := (%)2 par rapport a £:
‘€T ~ C6(G0)1€0.

Le fluide décrit pour ce modéle n'est pas turbulent selon K-41
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Un fluide non turbulent

Lo lr {p
. B -
,//—\\\
/ \
I \ YRR VAREN
| ! Ve { (n\ /n
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Fluide non turbulent

= Exemple: on considere la force extérieure f4 suivante: pour ¢ € S(R?)
une ondelette de Meyer, A C Z* t.q. Na := Card(A) < 4oc0 on définit

fa(x) = 12> (=021p(x — k), 01¢b(x — k), 0),
keA
d'ou: Re =~ Nz mais {1 ~ {y.

= On a construit un exemple d'un fluide (artificiel) dont méme si
Re >> 1 le fluide n'est pas turbulent selon k-41.
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Une deuxieme modification

= On étudie les équations N-S modifiées: pour a >0

Oru+u-Vu—vAu+Vp=fh—au, ]0,+oc[xR3,
V-u=0, (3)
u(0,-) = wo,

= étant f, stationnaire on s'intéresse a |'étude des solutions
stationnaires pour a = 0 et o > 0.
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Quantités physiques associées au fluide et la force f;

(1) Longueur caractéristique et longueur initiale: en suivant [2] on prend
L>0etl >0 telle que L > 4o.

(2) A partir de L et £y on définit
hx)=F Y. mo(——k
4
keZ3 |6 k| <L

ol F >0, nk+1et ¢ € S(R?) telle que
(i) {#(- — k)}xezs est orthogonale dans L2 et
(ii) supp¢ C C (0, p1, p2).

Oscar Jarrin Univérsité d'Evry Val d'Essonne



) Introduction

Etude déterministe de la loi de dissipation

Un nouveau modele pour étudier la loi de dissipation
Travail en cours et perspectives

Quantités physiques associées au fluide et la force f;

(1) Longueur caractéristique et longueur initiale: en suivant [2] on prend
L>0etl >0 telle que L > 4o.

(2) A partir de L et £y on définit

A)=F > mo (;—O - k)
KEZ3,| o k| <L
oll F >0, nx+1et ¢ S(R3) telle que
(i) {#(- — k)}xezs est orthogonale dans L2 et
(i) suppd C C (0, p1, po).
= f, est essentiellement concentrée dans [—L, L]3 et
suppl?2 ccC (0, j—;, ’g—s) )
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Les solutions stationnaires

3—6
(3) On introduit les nombres de Grashof Gy = %, pour
6 € [0, 3].

= On s'intéresse aux équations stationnaires

U-VU—-vAU+VP=f—alU, R3,
V.-u=0,

/ . T . 5
= on étudiera le spectre U(§) selon la loi —3 du spectre
d'énergie.
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