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Introduccién: las ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes

Ecuaciones de Navier-S s incompresibles

. Stokes (1819-1903)

f sobre ]0, +0o[xR3,
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Introduccién: las ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes

o ii(t,x) = (u1(t, x), ua(t, x), u3(t, x)) € R3 es la velocidad del
fluido y p(t,x) € R es su presién (las incégnitas),

e 0.1 describe la evolucién del fluido en el tiempo,
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Las ecuaciones de Navier-Stokes

o ii(t,x) = (u1(t, x), ua(t, x), u3(t, x)) € R3 es la velocidad del
fluido y p(t,x) € R es su presién (las incégnitas),

e O:1 describe la evoluciéon del fluido en el tiempo,

e (i-V)i es el término de transporte,

e vAU es el término de difusidn, donde v > 0 es la constante de
viscosidad del fluido (dato),
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Introduccién: las ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes

o ii(t,x) = (u1(t, x), ua(t, x), u3(t, x)) € R3 es la velocidad del
fluido y p(t,x) € R es su presién (las incégnitas),
e O:1 describe la evoluciéon del fluido en el tiempo,

e (i-V)i es el término de transporte,

e vAU es el término de difusidn, donde v > 0 es la constante de
viscosidad del fluido (dato),

o F(x) = (fi(x), fa(x), f3(x)) es la fuerza externa estacionaria
(dato)

o Up(x) = (uo1(x), uoa(x), uoz(x),) (t.q. div(dp) = 0) es la
velocidad en el instante t = 0 (dato).
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Introduccién: las ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes

= Un resultado clasico de existencia de soluciones débiles:

Teorema (Leray 1934)

Sea iip € L*(R®) es un dato inicial a divergencia nula y sea f € H™'(R®) una
fuerza exterior a divergencia nula. Entonces:

1) Existe ii € (L?)iocL2 N (L2)ioc Hy una solucion débil de las ecuaciones N-S.

2) Ademds para todo tiempo t > 0 se tiene

t
&)l + 21// IV ® d(s)lli2ds < |1 doll{
0

+ 2/;/&3 i(s, x) - F(x)dx. (1)
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Introduccién: las ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes con amortiguamiento

e En la siguiente seccién estudiaremos el comportamiento de la
solucién i(t,-) cuando t — +00.
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Introduccién: las ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes con amortiguamiento

e En la siguiente seccién estudiaremos el comportamiento de la
solucién i(t,-) cuando t — +00.

e Cuando consideramos las ecuaciones N-S con condiciones
periddicas: para L > 0 la solucién & es una funcién periddica
sobre el cubo [0, L]* € R3; entonces:

desigualdad de energia (1) + desigualdad de Poincaré =

la(t, )iz < ldollfe 2" + IIfH (-2 (2
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Introduccién: las ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes con amortiguamiento

e En la siguiente seccién estudiaremos el comportamiento de la
solucién i(t,-) cuando t — +00.

e Cuando consideramos las ecuaciones N-S con condiciones
periddicas: para L > 0 la solucién & es una funcién periddica
sobre el cubo [0, L]* € R3; entonces:

desigualdad de energia (1) + desigualdad de Poincaré =

la(t, )iz < ldollfe 2" + IIfH (-2 (2

e En todo R3 entonces no disponemos la desigualdad de
Poincaré y por lo tanto perdemos el control (2).

= Vamos a considerar las ecuaciones N-S con amortiguamiento.
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Introduccién: las ecuaciones de Navier-Stokes

Ecuaciones de Navier-Stokes con amortiguamiento (N-S-a)

= -

Oli+1-Vi—vAi+Vp="f—a, a>0
div(d) =0, (3)
(0, ) = do,

= El término —«ii puede verse como compensacién de la falta
de la desigualdad de Poincaré en R3.
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Introduccién: las ecuaciones de Navier-Stokes

Ecuaciones de Navier-Stokes con amortiguamiento

Teorema

Sea iy € L*(R®) es un dato inicial a divergencia nula y sea fe H=Y(R®) una
fuerza exterior a divergencia nula. Entonces:

1) Existe i € L°L2N (Lf)/oc:‘;lx1 una solucién débil de las ecuaciones N-S-a.

2) Se tiene, para todo t > 0,
t
a1 + 2 / IV & d(s)]2ads < [1do]1%

+ 2// S, X) deQOz/ l|d(s)||72ds.

3) Se tiene ademds el control en tiempo: para todo t > 0,

7L
1E(OIR < lldolZae2 + Wit (g _ gm20e) (4)
2av
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Problema en tiempo largo: las soluciones estacionarias

Problema en tiempo largo

e Nos interesamos en el siguiente problema: como la fuerza f es
estacionaria (f = f(x)) entonces queremos estudiar el
comportamiento de la solucién i(t,-) cuando t — +00.
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Problema en tiempo largo: las soluciones estacionarias

Problema en tiempo largo

e Nos interesamos en el siguiente problema: como la fuerza fes
estacionaria (f = f(x)) entonces queremos estudiar el
comportamiento de la solucién i(t,-) cuando t — +00.

e Para poner en evidencia algunas dificultades de este problema
consideraremos primero el caso de la ecuaciones (3) en dos
dimensiones:

V4V -Vi—vAV+Vg=g—ag, a>0
div(v) = 0, (5)
Vo

donde g = g(x) € R? es una fuerza estacionaria; y donde la
solucion V verifica el control (4).
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Problema en tiempo largo: las soluciones estacionarias

Problema en tiempo largo en 2D

e El estudio del comportamiento de la solucién V(t,-) cuando
t — +oo fue estudiado por A. llyin et. al. en 2016 [2].

e Este estudio reposa sobre dos ingredientes: la nocion de
solucién eterna y la unicidad de la solucién V.

Definicién (Soluciones eternas)

Una funcién ve :] — 00, 00[xR? — R? es una solucién eterna de
las ecuaciones (5) si Ve € L°L2 N (L2))ocH} y si Ve verifica estas
ecuaciones.
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Problema en tiempo largo: las soluciones estacionarias

e Veamos ahora cémo las soluciones eternas nos permiten
estudiar el comportamiento de V(t,-) cuando t — +o0.

e Consideramos una sucesion (tp)nen t.q. to = 0, t, > 0 para
todo n >0y t, — +00 cuando n — +o0.

e Para cada n € N sea v, :] — t,, +0o[xR? — R? la (nica
solucién del problema

OpVa+ Vy Vi — VAV +Vagn =8 —ag, a>0
0

Vn(_tna ) — _)07
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Problema en tiempo largo: las soluciones estacionarias

e Usando el control en tiempo (4) se muestra que la sucesién de
funciones (V,)nen converge (en la topologia fuerte de
(L3°L2)c) hacia une solucién eterna v, dada en la Definicién
1y ademas se tiene:

lim [17,(0, ) — 7(0,) 12 = 0. (6)

n—-—+00

e La unicidad de la solucién de las ecuaciones (5) nos permite

escribir
Vn(0,-) = V(tn, 0), (7)
= Por (6) se tiene ¥(t,, ) — ve(0,-) en L?(R?), cuando
n — +o0.
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Problema en tiempo largo: las soluciones estacionarias

Problema en tiempo largo en 3D

e Volvemos ahora a nuestro caso de estudio:

O+ 0 -Vi—vAG+Vp=Ff—ali, a>0
div(d) =0,
Ei(o’) = _’07

donde f = f(x) € R3.

e Siguiendo las mismas ideas que en el caso 2D anterior
consideramos la sucesién de funciones (ip)nqen, donde
i ;] — tn, +00[xR3 — R3 es una solucién de estas
ecuaciones con la condicién inicial

ln(—tp, ) = to. (8)
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Problema en tiempo largo: las soluciones estacionarias

e Se muestra que (,)nen converge fuertemente en (L3°L2) )0,
hacia una solucién eterna

fe 1] — 00, +00[xR?® — R3,

y ademas
im_[13(0,7) = 3e(0. )2 = 0,

+o0

= Problema: en el caso 3D la unicidad de las soluciones de las
ecuaciones N-S (amortiguadas o no) es todavia un problema
abierto.

= Esta vez no podemos escribir i,(0, ) = u(ty,-).
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Problema en tiempo largo: las soluciones estacionarias

Soluciones estacionarias: motivacién

e El estudio del comportamiento en tiempo largo en el caso 2D
no puede ser aplicado en toda generalidad al caso 3D.

e Este estudio sugiere considerar las soluciones eternas
Ue :] — 00, +0o[xR3 — R3 y un caso particular de estas
soluciones son las soluciones estacionarias:

—

U= U(x) e R,
que verifican las ecuaciones

—AU+U-VU+VP=Ff—aU, div(U)=0, a>0 (9)
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Sobre la existencia de soluciones estacionarias

Soluciones estacionarias: algunas estimaciones a priori

e Estudiamos ahora |'existencia de las soluciones estacionarias.

e Para encontrar un espacio funcional adecuado en donde
construir estas soluciones hacemos las estimaciones a priori:

_,,/ AU~de+/ [(Uv)a].am/ TP Udx
R3 R3

]R3
_ /f.adx_a/ U Udk,
R3 R3

como div(U) = 0 entonces

/[(Uv)m.adxzo et /ﬁp.adxzo,
R3

R3

e integrando por partes se tiene (formalmente)

1// |ﬁ®0|2dx+a/ |U|2dx:/ F. Udsx,
R3 R3 R3
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Sobre la existencia de soluciones estacionarias

Soluciones estacionarias

e En la expresién anterior observamos que si f € H1(R3) y si
U € H(®2): min(a,v)[|UFn < ([0l Flln-2.

= Si f € H"1(R®) entonces H'(R3) es un espacio natural para
construir soluciones y se tiene la estimacién a priori

1
min(a, v)

10l < 1l (10)

Teorema

Seaf e H™'(R®). Existe (U, P) € H*(R?) x H%(R3) solucion de las ecuaciones
N-S estacionarias (9). Ademds toda solucién verifica la estimacion (10).
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Sobre la existencia de soluciones estacionarias

Ideas de la prueba

—

= Como div(U) entonces U - VU = div(U ® U),
= Con la ayuda del proyector de Leray P
(P(3) =@ —V (i(d:v(ﬁ)))) podemos escribir las
ecuaciones N-S estacionarias (9) como un problema de punto
fijo
1
VA + aly

_ 1 T

[f]

=- Se quiere usar algin teorema de punto para encontrar U.
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Sobre la existencia de soluciones estacionarias

Ideas de la prueba

= Manera clasica: usar el teorema de punto de Picard:

Lema (Punto fijo de Picard)

Sea E un espacio de Banach, B : E x E — E una forma bi-lineal t.q.
|B(e, e)|| < Cglle|lellelle para todo e € E. Sea ey € E. Si 4Cglleo||e < 1
entonces existe e € E solucién de e = B(e, €) + ep.

= En el marco de este lema anterior definimos:
o E={Ue HY(R?):div(U) =0},

o BU,U) = ~sxtey; [PUaiv(U 2 )] v & = sxtsr ]
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Sobre la existencia de soluciones estacionarias

Ideas de la prueba

= Manera clasica: usar el teorema de punto de Picard:

Lema (Punto fijo de Picard)

Sea E un espacio de Banach, B : E x E — E una forma bi-lineal t.q.
|B(e, e)|| < Cglle|lellelle para todo e € E. Sea ey € E. Si 4Cglleo||e < 1
entonces existe e € E solucién de e = B(e, €) + ep.

= En el marco de este lema anterior definimos:

o E={Ue H"R?):div(U) =0},

o BU,U) = ~sxtey; [PUaiv(U 2 )] v & = sxtsr ]
= Se requiere un control sobre el término m[t_”] y por lo tanto un

control adicional sobre f.
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Sobre la existencia de soluciones estacionarias

Ideas de la prueba

= Se quiere mostrar la existencia de soluciones U para cualquier fuerza
f e HY(R).

Lema (Punto fijo de Scheafer)

Sea E un espacio de Banach y T : E — E tal que:
1) T es compacto.

2) Existe C > 0 t.q. para todo X € [0,1] si e € E verifica la ecuacion
e = AT (e) entonces |e||g < C.

Entonces existe e € E una solucién del problema e = T (e).

= Definimos ahora:
o E={Ue HY(R3):div(U) =0},
o T(0) = -ty [P(div(u ® U))} TR —t
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Sobre la existencia de soluciones estacionarias

Ideas de la prueba

= Problema: la compacidad del operador T sobre E esta fuera
de alcance.

= Solucién: aproximar el operador T por une familia de
operadores (T,),~0 que verifican todas las hipdtesis del Lema

2.
= Para cada r > 0 existe U, € E solucién del problema
Ur = r(Ur)-

= La familia (U,),>o converge débilmente en E hacia UcE
una solucién de las ecuaciones N-S estacionarias (9).
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

Dos propiedades de la soluciones estacionarias

e Vamos a estudiar dos propiedades de estas soluciones estacionarias
U: la estabilidad y el decrecimiento al infinito (en variable espacial).
(1) Estabilidad: si consideramos ip € L*(R?) une solucién débil del

problema de Cauchy

Ol+0-Vi—vAG+Vp=Ff—al, a>0
div(d) = 0, (11)
(0, ) = do,
queremos estudiar la convergencia la convergencia
im_i(z,) — Oz =0,

= Estudio del comportamiento en tiempo largo de la solucién i(t, -).
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

Dos propiedades de la soluciones estacionarias

e Vamos a estudiar dos propiedades de estas soluciones estacionarias
U: la estabilidad y el decrecimiento al infinito (en variable espacial).
(1) Estabilidad: si consideramos ip € L*(R?) une solucién débil del

problema de Cauchy

queremos estudiar la convergencia la convergencia
lim |d(t,-) — U]l = 0.
lim (e, )~ Ol
= Estudio del comportamiento en tiempo largo de la solucién i(t, -).
(2) Decrecimiento al infinito:

. 1
<
10091 % 1
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

(1) Estabilidad

e Se quiere mostrar la convergencia tlrmoo |a(t, ) — U2 =0.

e Para ello necesitaremos un control sobre la solucién U.

e Por el Teorema 3 sabemos que la solucién U verifica el control

U]l < 1l -1

min(a, v)

= Vamos a controlar la fuerza f.
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

(2) Decrecimiento al infinito

Teorema (Estabilidad)

Sea f € H X(R®). Sea U € H*(R®) una solucién de las ecuaciones N-S
estacionarias

AU+ 0-VU+SP=F—al, a>0, div(l)=0.

Sea 1y € L2(R®) y sea i € L°L2 N (L2)1oc H: una solcion de las ecuaciones N-S
no estacionarias

{aa+m6a—ww+€pzf—am a >0, div(d) =0,

Si ||F||sn < v min(a, v) entonces

lim ||@(t,) — U],z =0.

t—>+o00
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

Ideas de la prueba

e Definimos la funcién v(t,x) = id(t, x) — U(x), donde
Ve LPLEN (L) ocH-

e La funcién v verifica la ecuaciéon

1

OV+7V-Vi+7v-VU+U-Vv—vAV+Vq=—av,
div(v) =0
\7(07) = _'0 - Ua

donde q(t, x) = p(t,x) — P(x).
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

Ideas de la prueba

e La funcién v verifica la desigualdad de energia
2 2 ' 2
7)< o= Ul —2v [ 1906, ) Buds
72/ \_/' U V H 1><H1d5

~2a [ 76 )ads.

e Se tiene la estimacién:

=

2 [(@-9)0. 9, lelds<2\|U||Ls/ (s, )13, ds,
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

Ideas de la prueba

e Finalmente podemos escribir
e < o — Ol — 2 = 110 [ 1905, ) s

~2a [ 7, ) eds.

e Se quiere que la cantidad 2( — || U||;3) sea positiva para
escribir

17(t, 122 < |ldo — UI2 —2a/ 1V(s, )| 72 ds,
e Por Gronwall se tiene
1V(t, )3 < |ldo — Ul|Z2e2.
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

Fin de la prueba

e Para que la cantidad 2(v — ||U||;3) sea positiva necesitamos
que U]l > < v.

e Entonces escribimos

[Ulls < |Ul[n < I1F]ly-1 < v,

min(a, v)
= necesitamos entonces el control sobre la fuerza

1f]|ly-2 < vmin(a,v).
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

(2) Decrecimiento al infinito

e Estudiamos ahora el decrecimiento en variable espacial de las
soluciones estacionarias U.
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

(2) Decrecimiento al infinito

e Estudiamos ahora el decrecimiento en variable espacial de las
soluciones estacionarias U.

e |dea: suponemos que la fuerza f(dato del problema) es a
decrecimiento rapido (f € S(R3)) y se trata de estudiar una

estimacién del tipo
1

N . 1

V) < <P
para un cierto parametro [ > 0 y para |x| suficientemente
grande.

= Cudl es el mas grande valor de 5 > 0 que podemos esperar ?
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

(2) Decrecimiento al infinito: motivacién

e En el resultado que enunciamos mas adelante obtenemos un
.. . i 1
decrecimiento del tipo |U(x)| < i
e Vamos primero a explicar porqué esta estimacion es
interesante.
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

(2) Decrecimiento al infinito: motivacién

e En el resultado que enunciamos mas adelante obtenemos un
.. . i 1
decrecimiento del tipo |U(x)| < i
e Vamos primero a explicar porqué esta estimacion es
interesante.
= Consideremos por un momento las ecuaciones N-S

estacionarias clasicas ( cuando o = 0)

~AU4+U-VU+VP=F
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

(2) Decrecimiento al infinito: motivacién

e En el resultado que enunciamos mas adelante obtenemos un
.. . i 1
decrecimiento del tipo |U(x)| < i
e Vamos primero a explicar porqué esta estimacion es
interesante.
= Consideremos por un momento las ecuaciones N-S

estacionarias clasicas ( cuando o = 0)

~AU4+U-VU+VP=F

= Si la fuerza verifica

sup sup (1 + |x[*)[97f (x)| < m?,
|a|]<2 xeR3

con 1 > 0 una constante pequefia entonces existe
(U, P) € C?(R3) una solucién (clasica) de estas ecuaciones.
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

(2) Decrecimiento al infinito: motivacién

=- El teorema de Dobrokhotov y Shafarevich nos dice que la
solucién no puede decrecer al infinito mas rapido que ﬁ

= Este resultado se aplica a las soluciones clasicas y con una
fuerza es suficientemente pequena.
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

(2) Decrecimiento al infinito: motivacién

=- El teorema de Dobrokhotov y Shafarevich nos dice que la

solucién no puede decrecer al infinito mas rapido que ﬁ

= Este resultado se aplica a las soluciones clasicas y con una
fuerza es suficientemente pequena.

= L. Brandolese y D. Iftime muestran la existencia de al menos

una solucién débil t.q. |U(x)| < % cuando |x| — 4o0.
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

(2) Decrecimiento al infinito: motivacién

=- El teorema de Dobrokhotov y Shafarevich nos dice que la

solucién no puede decrecer al infinito mas rapido que ﬁ

= Este resultado se aplica a las soluciones clasicas y con una
fuerza es suficientemente pequena.
= L. Brandolese y D. Iftime muestran la existencia de al menos
T m |
una solucién débil t.q. |U(x)| < % cuando |x| — +o0.

= El termino —a U (con a > 0) conlleva que toda solucién débil
verifica un decrecimiento del tipo ﬁ y sin condiciones de
pequenez sobre la fuerza.
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

(2) Decrecimiento al infinito: motivacién

Teorema (Decrecimiento al infinito)

Sea f € S(R®). Toda solucién U € H'(R®) de las ecuaciones
~AU+U-VU+VP=F—al,
dada por el Teorema 3 verifica

C

e
10691 < 755

=

para todo x € R® y donde c = c(U, f, v,a) > 0 es una constante.
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias
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Algunas propiedades de las soluciones estacionarias

Gracias por su atencion!
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