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Introduccién



La teoria de la turbulencia de Kolmogorov (teoria K41)

A. Kolmogorov (1903-1987)

Nos interesamos en tres leyes de la teoria K41:

(1) El modelo de cascada de energia.
(2) La ley de disipacién de energia.

(3) El decrecimiento del espectro de energia.



(1) El modelo de cascada de energia (Richardson 1922, Kolmogorov 1941)
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(2) La ley de disipacién de energia

Ley de disipacién de energia
Cuando el fluido estad en estado turbulento:

EIRETRED  —ER —.
Lo

= U= (]U|2>% es la velocidad promedio del fluido donde
ii(t,x) € R3 es la velocidad y (-) es un promedio en variables
temporal y espacial que definiremos luego.



(3) El decrecimiento del espectro de energia: espectro de energia

= Para i(t, x) la velocidad del fluido, el espectro de energia

E(R) - /|f|=n ‘<E(’€)>t)2 do(ﬁ)

mide la cantidad de energia en el fluido a una escala ¢ la cual

corresponde a la amplitud de frecuencia Kk = %.

= U denota la transformada de Fourier, (-); es un promedio en la
variable temporal y do es la medida de la esfera unidad.



(3) El decrecimiento del espectro de energia

Para ko = 4—10 (donde £y > 0 es una escala de inyeccién de energia dada)

1
yrep=(5)" = i (la frecuencia de disipacién de Kolmogorov)

transference

dissipation

log(x)

E(k) =~ r* E(s)~ein 5 Ek)~e "
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Estudio determinista de la ley de disipacién de energia

= Consideramos un fluido viscos e incompresible en R® sobre el cual actiia
una fuerza exterior estacionaria f = f(x) introduciendo la energia cinética
independientemente del tiempo y a una escala ¢, > 0.



dio determinista de la ley de disipacién de energia

= Consideramos un fluido viscos e incompresible en R® sobre el cual actiia
una fuerza exterior estacionaria f = f(x) introduciendo la energia cinética
independientemente del tiempo y a una escala ¢, > 0.

Ecuaciones de base: las ecuaciones de Navier-Stokes
incompresibles

H. Navier (1785-1836)  G. Stokes (1819-1903)

{atm]p(a-vm—ma:i div(i) =0, sobre]0,+o0[xQ, )

ﬁ(07 ) = [jO’

donde Q = [0, L]? (periédico) o Q = R® ( no periédico).



Estudio determinista de la ley de disipacién de energia

(1) Cuando consideramos un fluido con condiciones periédicas
obtenemos un marco conveniente para el estudio determinista
de la ley de disipacién de energia.

(2) El caso de un fluido no periédico en todo el espacio R3 es més
delicado a tratar.



(1) Fluido con condiciones periédicas

Seal>0yQ=][0,L]

= Si o, f € L?son Q— periédicas tales que fQ to(x)dx = fn (x)dx =0
entonces existe

i € L(]0, +o00[, L*(R2)) N Liee (10, +o00[, H())
solucién débil de las ecuaciones N-S (1) (Leray, 1934) tal que:
1. U es Q—periédica 'y fQ d(t,x)dx =0 p.p. t > 0.
2. Ademds, paratodo T >0

(T)HLZ +2V/ IV® u(t)Hdet < HUOHL2 —|—2/ /u(t X x)dxdt.
(2)



(1) Fluido con condiciones periédicas: 4 cantidades fisicas

(A) La longitud caracteristica del fluido es la mas grande escala de
longitud donde vamos estudiar el comportamiento de un
fluido. En el caso de un fluido con condiciones periddicas esta
escala estd dada de manera natural por el periodo L > 0. Por

simplicidad asumiremos fo = L.
L
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(1) Fluido con condiciones periédicas: 4 cantidades fisicas

(B) La velocidad promedio del fluido:

1
1 [T dt\’

U= Ilimsup = a(t)||%—
<m+£r N ()|L2L3>

» f no depende de la variable temporal = consideramos el
promedio en tiempo largo lim supT_>+(><> ¥ fo dt.

> por la de5|gua|dad de Poincaré ( fQ u(t,x)dx = 0) tenemos
[d(t)]l2 < &IV @ i(t)| 12 y la desigualdad de energia (2) =
U < +oo.



(1) Fluido con condiciones periédicas: 4 cantidades fisicas

(B) La velocidad promedio del fluido:

1
1 [T dt\’

U= Ilimsup = a(t)||%—
(Tﬁ+£.r O n()|BL3>

» f no depende de la variable temporal = consideramos el
promedio en tiempo largo lim supT_>+(><> ¥ fo dt.

> por la de5|gua|dad de Poincaré ( fQ u(t,x)dx = 0) tenemos
[d(t)]l2 < &IV @ i(t)| 12 y la desigualdad de energia (2) =
U < +oo.

(C) La tasa de disipacién de energfa:

17 dt
e =vlimsup = V@ ()%=
imsup 2= | IV 0 (0 33

La desigualdad energia (2) = ¢ < +o0.



(1)Fluido con condiciones periédicas: 4 cantidades fisicas

(D) Los ndmeros de Reynolds (Reynolds 1883):

Re:%

14

» Re es la relacién entre las fuerzas inerciales : 4 - Vi vy las
fuerzas viscosas: vAd.
» El régimen turbulento es caracterizado por Re >> 1.
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(1) Fluido con condiciones periédicas: la ley de disipacién de energia

Teorema (Doering & Foias, 2002)

Seal>0yQ =0, L]®. Sean i, f e 12, Q—periédicas y sea
gel®l2n Lfoc’tH,} una solucién débil y Q— periédica de

{ O+ P(d- Vi) —vAG = f, div(d) =0, sobre 10, +o00[x€,

Existen dos constantes ci, ¢ > 0 universales tales que



(1) Fluido con condiciones periédicas: la ley de disipacién de energia

Teorema (Doering & Foias, 2002)

Seal>0yQ =0, L]®. Sean i, f e 12, Q—periédicas y sea
gel®l2n Lfoc’tH,} una solucién débil y Q— periédica de

{ O+ P(d- Vi) —vAG = f, div(d) =0, sobre 10, +o00[x€,

Existen dos constantes ci, ¢ > 0 universales tales que
U3 C1
e<—|=—+c ) .
=L (Re 2
Observacion
.. 3
(i) Si Re es suficientemente grande tenemos ¢ < Y-

LB )
(i) La estimacién Y- < e (cuando Re >> 1) es una pregunta abierta.

(iii) En el caso de un fluido con condiciones periédicas la longitud
caracteristica esta dada por el periodo L y ademas U < +oc.



(2) Fluido no periédico

= Ahora consideramos un fluido no periédico en todo R3.

= En este caso, una definicién adecuada de longitud
caracteristica L es una cuestion delicadal



(2) Fluido no periédico

= Ahora consideramos un fluido no periédico en todo R3.

= En este caso, una definicién adecuada de longitud
caracteristica L es una cuestion delicadal

= El modelo de P. Constantin propone definir L utilizando la
fuerza f como lo veremos mas tarde.



(2) Fluido no periédico: la velocidad

= Para i, f € [2(R?) a divergencia nula (el dato inicial y la fuerza exterior)

existe i
i € Liz(]0, +oo[, LA(R*)) N Liue(]0, +oo[, H*(R%))

solucién débil (Leray, 1934) de
i +P(i- Vi) —vAG=f, div(d)=0, sobre ]0,+oo[xR3,
ﬁ(ov ) = ﬁO,
que verifica ademaés: para todo T > 0,

T T .
|V @ d(t)||72dt < ||dol72 + 2 / / i(t, x) - F(x)dx dt.
JO R3

Ja(TI% + 20 /
©)

0



(2) Fluido no periédico: condiciones sobre la fuerza exterior

= De acuerdo al modelo de cascada de energia la fuerza exterior f actia

sobre el fluido solo a la escala de longitud ¢y y entonces a la frecuencia
- 1
Ko = %"
= Asumiremos que

A

suw(i?) C{éeﬂ@r&ﬁl&lé&}
A A

donde 0 < p1 < p» son constantes.

= Definimos la fuerza promedio




(2) Fluido no periédico: 4 cantidades fisicas (Constantin, 2003)

(A) La longitud caracteristica del fluido:

. F
Ve
(por las desigualdades de Bernstein se tiene Lc = (o).
(B) La velocidad promedio:

1

1 dt
U= (Iimsup.,_ || d (t)”%Z)

T—+o0 0

(C) La tasa de disipacién de energia:

17 dt
e=vlimsup = V@ i(t)]2—.
imsup 2 [V @ (0]
(D) El ndmero de Reynolds:
UL,

Re =

L .



(2) Fluido no periédico: la ley de disipacién de energia

Teorema (Constantin, 2003)
Seaf € L2 (R3) a divergencia nula tal que f ests localizada en la frecuencias
7 <[l < 7 para .éo > 0. Sea iip € L*(R?) a divergencia nula y sea
i€ Ly L3N Ly, Hy una solucién débil de
Oeli+P(d- Vi) —vAG=f, div(d)=0, sobre ]0,4o00[xR3,
4(0, -) = do.
Existe c1 > 0, constante universal, tal que
3

e < clle— (1 + (Re)f% + %(Re)q) .

C



(2) Fluido no periédico: la ley de disipacién de energia

Teorema (Constantin, 2003)

Seaf € L2 (R3) a divergencia nula tal que f ests localizada en la frecuencias
B<|El < P para .éo > 0. Sea iip € L*(R?) a divergencia nula y sea

i e L% L2 N L, .Hy una solucién débil de

-

O:i +P(ii- Vi) —vAl = f, div(d) =0, sobre ]0,+oo[xR3,
4(0,-) = do.
Existe c1 > 0, constante universal, tal que
3

e < clle— (1 + (Re)f% + %(Re)q) .

C

Observacion
Se tiene e < U cuando Re >> 1. Sin embargo, este teorema presenta dos
problemas tecmcos sobre los cuales hablamos a continuacién.



(2) Fluido no periédico: los problemas del teorema de Constantin

(a) La velocidad promedio U:

— [e's) 2 1 .z ]
= para i € Lig, LN L,OC H} una solucién débil de las
ecuaciones N-S, en el estado actual de nuestro conocimiento,
no se conoce un control conveniente sobre ||i(t)||;2 respecto a

t: la desigualad de energia (3) = para todo t €]0, +o0],

a1z < lldollz> + IIfIIH .
= no podemos asegurar

1
1T dt ’
U= Iimsup7 |la(t )H2 < +o0.

T—+o0 0



(2) Fluido no periédico: los problemas del teorema de Constantin

(a) La velocidad promedio U:
— [e's) 2 1 .z ]
= para i € Lig, LN L,OC H} una solucién débil de las
ecuaciones N-S, en el estado actual de nuestro conocimiento,
no se conoce un control conveniente sobre ||i(t)||;2 respecto a

t: la desigualad de energia (3) = para todo t €]0, +o0],

a1z < lldollz> + IIfIIH .

= no podemos asegurar

2

T
, 1 S dt
U= {limsup = |la(t )H2 < +o0.
T—+o0 T 0
(b) La longitud caracteristica L. W: en los célculos necesitamos la
oliLoe

desigualdad
- _3 -
IV&Flle < cly * IV & FlLe,

la cual no se verifica en toda generalidad.



(2) Fluido no periddico: las ecuaciones N-S con termino de amortiguacién

= Para dar un sentido a U modificamos las ecuaciones N-S
introduciendo el término: para a > 0y kp > 0 definimos

aP(@)(t,€) = all i<,y (O)(1.£).



(2) Fluido no periddico: las ecuaciones N-S con termino de amortiguacién

= Para dar un sentido a U modificamos las ecuaciones N-S
introduciendo el término: para a > 0y kp > 0 definimos

aP(@)(t,€) = all i<,y (O)(1.£).
Ecuaciones N-S modificadas

{ataw(a-va)—mﬁ:?—ap(a), d,v(a)zo, sobre 10, +oo[xR?,
i(0, -)

= para todo a, k > 0 existe _
0 = U,z € L(]0, +o00[, L(R?)) N L7,c(]0, +o0o[, HH(R?))
solucién débil.



(2) Fluido no periddico: las ecuaciones N-S modificadas

= La solucién u verifica: para todo t €]0, +o0|,
t
GO+ 20 [ N7 0 Eads < ol + 2 o T s
0
~2a [5 | P(@)(s)]2:ds,

= por la desigualdad de Gronwall, para 8 = f(a, k) > 0, se tiene
vt €]0, 400

R . _B 4 = _B
IG(t)|17> < [|doll72€ 2t+5||f||fz(1fe zf)

1
2

1 dt
= |{ lim — a(t)||% — +00.
) (I sup Ila( )||L2£03> < 400

T—4o00 0



(2) Fluido no periédico: la longitud caracteristica del fluido

Hemos asumido que f satisface ﬁ—; <g < ’2—3 para o > 0. Y

hemos definido F = W
(2
= Introducimos el pardmetro v = ”f”“"’ y definimos
1=l
Y

= por las desigualdades de Bernstein:

P 0<y<1l=L>ly
> al<Ll. <ol



(2) Fluido no periédico: la ley de disipacién de energia

Fijamos o = 52 yo<r<Bft y consideramos i € L°L2 N L,OC tHl

solucién de

{atm]p(a-va) VAT = f — %P (D), cz,v(;*/) 0, @

. 3
= Queremos estudiar: € ~ UT cuando Re >>1



(2) Fluido no periédico: la ley de disipacién de energia

Teorema (2015)
Sea f € [2(R®) tal que f satisface §1 < [€] < %2 para ly > 0. Sea L = 20 la

longitud caracteristica donde v = ”'(HFL“’ Fma/mente seai€ LL2N L,OC H

una solucién débil de (4). Definimos
1
. T = 2
> U= (limsupr o+ Jy IE(DI5%)",
. T -
> e =vlimsupr o 3 f) V@ (1[5 y

> Re:%.

Si Re > {% existen dos constantes C1(Go), C2(Go) > 0 (que solo depende de
Go un numero sin dimensiones fisicas y fijo) tales que

U3
Cl(Go)€ S T S CQ(G())E.



(2) Fluido no periédico: un modelo no turbulento

Observacion
En las ecuaciones

Oeli+P(d- Vi) — vAl = f — aPsi

el término —aP, U nos permite:
(i) obtener un control sobre ||ii(t)||?, cuando t — +oc de suerte que
U < o0,
.. .. . 3 .
(i) al fijar a = 5 y al definir L = %" se tiene € ~ UT, si Re es

0
suficientemente grande.



(2) Fluido no periédico: un modelo no turbulento

Observacion
En las ecuaciones

Oeli+P(d- Vi) — vAl = f — aPsi

el término —aP, U nos permite:

(i) obtener un control sobre ||ii(t)||?, cuando t — +oc de suerte que
U < o0,
.. . . . 3 .
(i) al fijar a = 5 y al definir L = %" se tiene € ~ UT, si Re es
0
suficientemente grande.

= Sin embargo, gracias al término — 7 P, Ui obtenemos el control
0

Nl

P
sobre la escala de Taylor {1 := (’%’2) respecto a {qy:

ZT ~ C3(G0)éo

= El modelo determinista dado por las ecuaciones N-S
modificadas no es un modelo turbulento.



(2) Fluido no periédico: un modelo no turbulento

£o £y £p
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N when Re >> 1: £y >> £p.
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El espectro de energia

= Recordemos que consideramos un fluido viscoso e incompresible sobre el
cual actiia una fuerza exterior f = f(x) que no depende de la variable
temporal.

= Como f no depende del tiempo vamos a considerar las ecuaciones N-S
estacionarias:

—vAT+P(G-Vi)=f, div(d)=0, sobre R>.



El espectro de energia

= Recordemos que consideramos un fluido viscoso e incompresible sobre el
cual actiia una fuerza exterior f = f(x) que no depende de la variable
temporal.

= Como f no depende del tiempo vamos a considerar las ecuaciones N-S
estacionarias:

—vAT+P(G-Vi)=f, div(d)=0, sobre R>.

= U= U(x), es la velocidad del fluido.

= Queremos estudiar el decrecimiento exponencial de U de acuerdo a la
teoria K41.



El espectro de energia

= El espectro de energia E(k) esta definido por

E(x) = / E’(f)‘z do(&). Segin la teoria K41:
[§l=r

log(£(x))

energy’s input

transference

dissipation

log(x)
Ko KD

E(k) = k* E(k) ~edni E(r)me®



El espectro de energia

= El espectro de energia E(k) esta definido por

E(x) = / E’(f)‘z do(&). Segin la teoria K41:
[§l=r

log(£(x))

energy’s input

transference

dissipation

log(x)
Ko KD

E(k) = k* E(k) ~edni E(r)me®

= queremos estudiar:
(&) ~ e ¥ = E(r) e

para las altas frecuencias |£| >> 1.
2

= El comportamiento E(k) =~ k> (0 < k < ko) y E(k) = €3k 3
(ko < kK < Kp) no es comprendido.



El espectro de energia: decrecimiento exponencial

= La idea: suponer que f tiene un decrecimiento exponencial y obtener un
comportamiento similar para .



El espectro de energia: decrecimiento exponencial

= La idea: suponer que f tiene un decrecimiento exponencial y obtener un
comportamiento similar para .

Teorema (2016)

Seaf € I-I’I(R3) una fuerza estacionaria y a divergencia nula tal que para un

€0 > 0 satisface ,
= d
/ golél ‘f(é)‘ l—i < +o0.
- €l

Entonces, toda i € H'(R®) solucién de R®:
—vAT+P(G-Vi)=f, div(d)=0,

verifica el decrecimiento exponencial en norma L?:

e2etlél
R3

donde €1 > 0 es una constante que depende &y.

2
G(©)| I¢fde < +oc




El espectro de energia: decrecimiento exponencial

Para 0 < a < 3 consideramos el espacio PM? definido por
P ={ge S ®): g Lh(R) and [¢g € L7(R")}
el cual es un espacio de Banach con la norma

lgllpae = N11€1°8] oo -
Para a = 0 denotaremos PM° como PM.



El espectro de energia: decrecimiento exponencial

Para 0 < a < 3 consideramos el espacio PM? definido por
P ={ge S ®): g Lh(R) and [¢g € L7(R")}
el cual es un espacio de Banach con la norma

lgllpae = N11€1°8] oo -
Para a = 0 denotaremos PM° como PM.
Teorema (2016)

Sea f € PM una fuerza estacionaria a divergencia nula. Existe una constante
n > 0 tal que si

sup el¢! ‘f(f)‘ <n
£ER3

entonces existe ii € PM? solucién de
—vAT+P(G- Vi) =f, div(d)=0,
tal que T verifica:

~ —l€l
)] < <5
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