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La théorie de la turbulence de Kolmogorov (théorie K41)

(1) Le modele de cascade d'énergie.
(2) La loi de dissipation de Kolmogorov.

(3) Le comportement du spectre d'énergie.

A. Kolmogorov (1903-1987)



(1) Le modeéle de cascade d'énergie (Richardson 1922, Kolmogorov 1941)
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(2) La loi de dissipation de Kolmogorov

Loi de dissipation de Kolmogorov
Lorsque le fluide est en régime turbulent nous observons:
U3

EIRETRED =m=ER —

b’

= U= (]ﬁ\2>% est la vitesse moyenne du fluide avec i(t, x) € R3
la vitesse du fluide (étant t > 0 le temps, x € R3 un point
dans I'espace) et (-) une moyenne en variables temporelle et
spatiale laquelle on définira précisément plus tard .



(3) Le comportement du spectre d'énergie: le spectre d’'énergie

= Pour i(t, x) la vitesse du fluide, le spectre d'énergie

£ = [ |(#9),

mesure la quantité d'énergie cinétique a une échelle de longueur /¢

laquelle correspond a I'amplitude de fréquence k = %

" do(e)

= U dénote la transformation de Fourier de la vitesse, (-); est une
moyenne en variable du temps et do est la mesure de la sphére
unité.



(3) Le comportement du spectre d'énergie

Pour ko = %, étant £y > 0 une échelle d'injection d'énergie donnée et

-

kp=(5)* = ﬁ (la fréquence de dissipation de Kolmogorov)
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Etude déterministe de la loi de dissipation de Kolmogorov

= Nous allons considérer un fluide visqueux et incompressible dans I'espace
R® sur lequel agit une force extérieure f = f(x) et introduisant I'énergie
cinétique a une échelle de longueur ¢y > 0 et indépendamment du

temps.



Etude déterministe de la loi de dissipation de Kolmogorov

= Nous allons considérer un fluide visqueux et incompressible dans I'espace
R® sur lequel agit une force extérieure f = f(x) et introduisant I'énergie
cinétique a une échelle de longueur ¢y > 0 et indépendamment du

temps.

Les équations de base: équations de Navier-Stokes

H. Navier (1785-1836) G. Stokes (1819-1903)

div(d) =0, sur]0,4oo[x£2, (1)

Ol + P((@ - V)i) — vAT = f,
i(0,-) = o,

ol Q = [0, L] (cadre périodique) ou Q = R*® (cadre non périodique).



Petite introduction aux équations de Navier-Stokes incompressibles

O+ P((7-V)d) —vAG=Ff, div(d)=0, @0,-)= o,

> pour t >0 et x € R®, i(t,x) = (ui(t, x), ua(t, x), us(t, x)) € R® est la
vitesse du fluide (I'inconnue),

> 91 = (Orun, Orun, Orus) décrit I'évolution de la vitesse au cours du temps,

» P est un projecteur sur les champs de vecteurs a divergence nulle,

> (7-V)i= <Z3 ujajul,z3 ujaqu,Z3 uﬁ,—m) est le terme du

j=1 j=1 j=1
transport: le terme qui transfert I'énergie cinétique dans le fluide,
> v > 0 est la constante de viscosité du fluide (donnée),

> Ai=(Au, Aup, Aus) est le terme de dissipation: le terme qui dissipe
I"énergie hors le fluide,

> 7 =(f,f,f) est la force extérieure (donnée): laquelle introduit I'énergie
cinétique dans le fluide,

> Gy = (uoy, Uoa, Uos, ) (t.q. div(do) = 0) est la vitesse a I'instant t = 0
(donnée).



Etude déterministe de la loi de dissipation de Kolmogorov

(1) Le cadre d'un fluide périodique en variable spatiale nous
permettra d'introduire de facon simple tous les outils pour
étudier la loi de dissipation de Kolmogorov .

(2) Ensuite, nous étudierons la loi de dissipation de Kolmogorov
dans le cadre d'un fluide non périodique: le passage du cadre
périodique au cadre non périodique est délicat.



(1) Le cadre périodique

Soit L >0 et Q = [0, L]*.

= Si o, f € [ sont fonctions Q—périodiques telles que
Jq Go(x)dx = [ f(x)dx = 0 alors il existe

i € L]0, 400, L*()) N L (10, +oo[, H(Q))

une solution faible des équations N-S (1) (Leray, 1934) telle que:
1. U est Q—périodique et fn i(t,x)dx =0 p.p. t > 0.
2. En plus, pour tout T >0

T T .
|m(T)\|§2+2y/ IV ® d(t)|[%dt < Hﬁouf2+2/ /ﬁ(t,x)-F(x)dxdt.
Jo JOo JQ
(2)



(1) Le cadre périodique: quatre quantités physiques

(A) La longueur caractéristique du fluide est la plus grand échelle
de longueur ou on veut étudier le comportement turbulent du
fluide. Dans le cadre périodique cette longueur est donnée de
facon naturelle par le période L > 0. Pour simplicité nous
fixerons |'échelle d'injection d'énergie ¢y par £ = L.




(1) Le cadre périodique: quatre quantités physiques

(B) La vitesse moyenne:

1 [T dt\’
U= Ilimsup = a(t)||% —
<m+£r N ()sz)

» f introduit I'énergie cinétique indépendamment du temps =
nous considerons la moyenne en temps-long
limsupr_, o0 7 fo -)dt.

> par l'inégalité de Pomcare (et comme [, i(t, x)dx = 0) nous
avons [|(t)]|2 < &IV ® d(t)] 2 et alors, I megallte d’énergie
(2) = U < +o0.



(1) Le cadre périodique: quatre quantités physiques

(B) La vitesse moyenne:

1 [T dt\’
U= Ilimsup = a(t)||% —
(Tq+£.r O n()uL3)

» f introduit I'énergie cinétique indépendamment du temps =
nous considerons la moyenne en temps-long

limsupr_, o0 7 fo -)dt.
> par l'inégalité de Pomcare (et comme [, t(t,x)dx = 0) nous
avons [|(t)]|2 < &IV ® d(t)] 2 et alors, I megallte d’énergie
(2) = U < +o0.
(C) Le taux de dissipation d'énergie:
T
o dt

1
e =vlimsup = V®u(t —.
imsup 2 [ IV 0 (0% 33

L'inégalité d'énergie (2) = ¢ < +o0.



(1) Le cadre périodique: quatre quantités physiques

(D) Le nombre de Reynolds (Reynolds 1883):
UL

14

Re

> Re caractérise |'ordre de grandeur du terme de transport:
(- V)i par rapport au terme de dissipation: vAd.
> Le régime turbulent du fluide est caractérisé par Re >> 1.
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(1) Le cadre périodique: la loi de dissipation de Kolmogorov

Théoreme (Doering & Foias, 2002)

Soit L >0 et Q = [0, L]3. Soit o, Fel? Q— périodiques et soit
gelel2nl2,_ ,H:, Q—périodique, une solution faible des équations N-S

loc,t

O+ P((T-V)d) —vAG=F, div(d)=0,  sur ]0,+oo[xQ,
i(0, ) = io.

Il existent deux constantes ci1,c; > 0, indépendantes des toutes les quantités

physiques, telles que
U3 C1
< — (= .
ST (Re + C2)



(1) Le cadre périodique: la loi de dissipation de Kolmogorov

Théoreme (Doering & Foias, 2002)

Soit L >0 et Q = [0, L]3. Soit o, Fel? Q— périodiques et soit
0€LELEN L, H:, Q—périodique, une solution faible des équations N-S

O+ P((T-V)d) —vAG=F, div(d)=0,  sur ]0,+oo[xQ,
i(0, ) = io.

Il existent deux constantes ci1,c; > 0, indépendantes des toutes les quantités

physiques, telles que
U3
e < > (Rﬁ —+ CQ) .

Remarque
(i) Si Re est suffisamment grand nous obtenons € < UT3 Estimation partial
de la loi de dissipation de Kolmogorov.

(i) L’autre estimation &~ < ¢ (lorsque Re >> 1) est un probléme ouvert.

(iii) Dans ce cadre d’un f/u1de périodique: la longueur caractéristique est
donnée de facon naturelle par le période L et d’autre part nous avons
U < 4o0.



(2) Le cadre non périodique

= Maintenant, nous considérons un fluide non périodique posé
dans I'espace R3 tout entier.

=- Dans ce cadre, une définition adéquate de la longueur
caractéristique du fluide L est une question délicate!



(2) Le cadre non périodique

= Maintenant, nous considérons un fluide non périodique posé
dans I'espace R3 tout entier.

=- Dans ce cadre, une définition adéquate de la longueur
caractéristique du fluide L est une question délicate!

= Une idée: le modele de P. Constantin suggére de définir L a
partir de la force extérieure f comme nous verrons plus tard.



(2) Le cadre non périodique: la vitesse du fluide

= Pour iy, f € L*(R%) a divergence nulle (la donnée initiale et la force
extérieure) il existe

i € Lize(]0, +oof, L*(R*)) N Lioe(10, +oo[, H'(R?))
solution faible (Leray, 1934) des équations N-S

Ol +P((d- V)d) —vAG=f, div(d) =0, sur ]0,+oo[xR3,
E(Ov ) = ’-707

laquelle vérifie I'inégalité d'énergie: pour tout T > 0,

T T
|m(T)\|§2+2y/ IV ® d(t)||%dt < Hﬁouf2+2/ / i(t,x) - F(x)dx dt.
Jo Jo JR3
(3)



(2) Le cadre non périodique: les hypothéses sur la force extérieure

= Selon le modéle de cascade d'énergie: la force extérieure f agit sur le
fluide (en introduisant I'énergie cinétique) uniquement aux échelles de
longueur de I'ordre de ¢y et donc aux fréquences de |'ordre de ko = %

= Une facon de représenter ce fait consiste a supposer que
supp(l?) C{£6R3:&§|§|§&}
Lo Lo

ol 0 < p1 < p2 sont des constantes.

= Nous définissons la force moyenne F > 0 par




(2) Le cadre non périodique: quatre quantités physiques (Constantin, 2003)

(A) La longueur caractéristique du fluide :
L= ——
IV & flliee
(on peut prouver que Lc 2 4o).

(B) La vitesse moyenne:
T 3
1 dt
U= |limsup = az— | -
(MOET N ()||L2£03>

(C) Le taux de dissipation:

17 dt
e=vlimsup = ||V®ﬁ(t)“%273-
Totoo T Jo 4o
(D) Le nombre de Reynolds:
UL,

Re =

14



(2) Le cadre non périodique: la loi de dissipation de Kolmogorov

Théoreme (Constantin, 2003)

Soit f € L2(R®) a divergence nulle telle que f est localisée aux fréquences
< ¢l < 8 pour .Eo > 0. Soit iy € L*(R®) 4 divergence nulle et soit
ie Lﬁ,oc’tLi N L,%,MHX1 une solution faible des équations

Ol +P((i - V)i) —vAG =F, div(d)=0, sur ]0,+oo[xR3
4(0,-) = do.
Il existe une constante ¢, > 0, indépendante des toutes les quantités physiques,

telle que
3
e < clle— (1 + (Re)f% + %(Re)fl) .



(2) Le cadre non périodique: la loi de dissipation de Kolmogorov

Théoreme (Constantin, 2003)

Soit f € L2(R®) a divergence nulle telle que f est localisée aux fréquences
P <€l < 82 pour to > 0. Soit o € L?(R®) & divergence nulle et soit

ie Lﬁ,oc,tLi N L,2oc,tl'-lx1 une solution faible des équations

Ol +P((i - V)i) —vAG =F, div(d)=0, sur ]0,+oo[xR3
i(0, ) = do.

Il existe une constante ¢, > 0, indépendante des toutes les quantités physiques,

telle que
3

e < clle— (1 + (Re)f% + %(Re)fl) .

Remarque

R g BT 3

De méme facon que le cadre périodique nous avons I'estimation € < LL’— lorsque
C

Re >> 1. Néanmoins, ce résultat présente quelques lacunes sur lesquelles nous

parlerons tout de suite.



(2) Le cadre non périodique: les lacunes dans le théoréme de Constantin

(a) La définition de la vitesse moyenne U:
= pour i € Live. tL2 N L,OC tHl une solution faible des équations
N-S, dans I'état actuel de nos connaissances, on n'a pas un
contrdle convenable sur ||i4(t)||2 par rapport au temps t de
sorte que I'on puisse assurer que U < +o0: I'inégalité
d’énergie (3) = pour tout t €]0, +o0],

_ _ t oz
lEe)E < TollZ: + o I1FI1F-

=- on ne peut pas assurer que

NI

U= (limsup = / l|a(t HLz < +00.
T—+o00 T



(2) Le cadre non périodique: les lacunes dans le théoréme de Constantin

(a) La définition de la vitesse moyenne U:
= pour i € Live. tL2 N L,OC tHl une solution faible des équations
N-S, dans I'état actuel de nos connaissances, on n'a pas un
contrdle convenable sur ||i4(t)||2 par rapport au temps t de
sorte que I'on puisse assurer que U < +o0: I'inégalité
d’énergie (3) = pour tout t €]0, +o0],

_ _ t oz
lEe)E < TollZ: + o I1FI1F-

=- on ne peut pas assurer que

NI

U= {(limsup = / i( < +o00.
imsup 2 [ a(0)5

(b) La longueur caractéristique du fluide L. W dans les calculs on
ollLee

a besoin de I'inégalité
5 _3 5
IVl < cly * IV & |1

laquelle ne se vérifie pas en toute généralité.



(2) Le cadre non périodique: les équations de Navier-Stokes amorties

= Pour donner un sens a la vitesse moyenne U on modifie les
équations N-S en introduisant un terme additionnel : pour

a>0et0<r<f (étant f localisée aux fréquences
7 <[] < ) on définit

aP(@)(t,€) = alljg < (§)(t, €).



(2) Le cadre non périodique: les équations de Navier-Stokes amorties

= Pour donner un sens a la vitesse moyenne U on modifie les
équations N-S en introduisant un terme additionnel : pour

a>0et0<r<f (étant f localisée aux fréquences
7 <[] < ) on définit

aP(@)(t,€) = all g <u()(t,€).
Les équations N-S amorties
{ Oi+P((G-V)) — vATG = F —aP(d), div(Z)=0,  sur ]0,+oo[xR?
)
= Pour tout o > 0 il existe

il € L(]0, +oo[, L2(R3)) N L2 (]0, +o0[, H(R?)) solution
faible.



(2) Le cadre non périodique: les équations de Navier-Stokes amorties

= La solution #, vérifie I'inégalité d'énergie: pour tout
t €]0, +oof,

Ol + 20 [ 19 B ds < [l 42 s 7o
—2a [} || P2lia(s)|3.ds,
= d'ol, pour 8 > 0, on obtient Vt €]0, +o0]
G ()2 < [|Toll3e~ % + %mgg(l e
= donc

1 [T dt \’
U, = | limsup = U ()% — < +o00.
(MMT N ()||L2£03)



(2) Le cadre non périodique: la longueur caractéristique du fluide

A > . s 7 P p:
Etant f localisée aux fréquences ﬁ < ¢ < Z—; pour £5 > 0,
3
P
tg

7
= W et alors nous

= nous introduisons le parametre 7 :

définissons

g

L

= On peut vérifier que L satisfait:

> 0<y<1l= L>0et
»al<l <ol



(2) Le cadre non périodique: la loi de dissipation de Kolmogorov

Maintenant, nous fixons & comme o = g% et nous allons écrire
0

ieLezn L,OC H} 1a solution des équations N-S amorties

N
o

0.l +P((7- V)i) — vAlG = f — % P(@), div(d) =0, ]0,+oo[xR3,
ﬁ(O,-):uo.

(4)

s . ’ . . 3
= Nous voulons étudier |'estimation: ¢ ~ UT lorsque Re >>1



(2) Le cadre non périodique: la loi de dissipation de Kolmogorov

Théoreme (2015)

Soit f € L2(R®) la force extérieure & divergence nulle et telle que f et localisée
aux fréquences 4 ﬂ <l < ”—2, pour £y > 0. Soit L = Z—O la longueur

caractéristique du fluide, avec v = W”L“ Fmalement soit i€ L12N L,OC tHl

une solution faible des équations N- 5 amorties (4). On définit

1 dt\’
> U= Iimsup— ||u( 12— | .
( T £

T—+o0

> ¢ =vlimsup = / V ® il et
T 100 T || )HL2 63

> Re= 4t

Si Re > 2,%0 alors ils existent deux constantes Ci1(Go), Co(Go) > 0 telles que

Cl(Go)€ S

3
UT < G (Go)s,

N Fl oo £3 ’ . . .
ot Gy = ”HVL# est un nombre fixe et sans dimensions physiques.



(2) Le cadre non périodique: un modeéle non turbulent

Remarque
Dans les équations N-S amorties

Oeli + P((d - V)d) — vAT = f — aP(0)

le terme —aP(U) nous permet:
(i) d’obtenir un contréle sur ||(t)||?. lorsque t — +oco de sorte que
U < +oo,
. 3. .
(i) en posanta = 5 et L = % nous avons € ~ UT, si Re est suffisamment
0

grand.



(2) Le cadre non périodique: un modeéle non turbulent

Remarque
Dans les équations N-S amorties

Oeli + P((d - V)d) — vAT = f — aP(0)
le terme —aP(U) nous permet:
(i) d’obtenir un contréle sur ||(t)||?. lorsque t — +oco de sorte que

U < +oo,
. 3. .
(i) en posanta = 5 et L = % nous avons € ~ UT, si Re est suffisamment

grand.
= Néanmoins, le terme — 75 P(ui) nous fourni aussi un contréle
0

1
sur I'échelle de Taylor (1 := (V?Uz> 2.

ET ~ C3(Go)€0

= le terme —; P(4) annule la turbulence.
0



(2) Le cadre non périodique: un modeéle non turbulent

£y 12 £p
R
. S
/ \
[ \ 27w
\ - °
\ i
% (P \®:> N
~L~- I [¢]
, \ 7 o
/ CO
i
! 1
\ !
\ i mmoemmeee e -
N / 1
Seoe” when Re >> 1: £y >> {7,

= Si bien la solution 7 a un comportement selon la loi de dissipation de
Kolmogorov, le modéle déterministe donné par les équations N-S amorties
avec aw = 4 n'est pas un modele turbulent.
0



Introduction
La loi de dissipation de Kolmogorov

Le comportement du spectre d'énergie



Etude déterministe du spectre d'énergie

= Rappelons que nous considérons un fluide dans I'espace R® tout entier sur
lequel agit une force extérieure f = f(x) en introduisant |'énergie
cinétique indépendamment du temps.

= Comme f ne dépende pas du temps, maintenant, nous allons considérer
les équations de Navier-Stokes stationnaires:

—

P(U-V)U)—vAU=F, div(U)=0, sur R°.



Etude déterministe du spectre d'énergie

= Rappelons que nous considérons un fluide dans I'espace R® tout entier sur
lequel agit une force extérieure f = f(x) en introduisant |'énergie
cinétique indépendamment du temps.

= Comme f ne dépende pas du temps, maintenant, nous allons considérer
les équations de Navier-Stokes stationnaires:

P(U-V)U)—vAU=F, div(U)=0, sur R°.
= La vitesse U = U(x), ne dépend que de la variable spatiale (8,U = 0).

= Nous voulons étudier la décroissance exponentielle de U selon la théorie
K41.



Etude déterministe du spectre d'énergie: motivation

= Le spectre d'énergie E(k) est défini par E(k) = /

Selon la théorie K41 nous avons:

log(£(x))

energy’s input

transference

[€l=r

dissipation

log (k)




Etude déterministe du spectre d'énergie: motivation

~ 2
= Le spectre d'énergie E(k) est défini par E(k) = / ug)| do(8).
[€l=r
Selon la théorie K41 nous avons:
log(E(x))
energy’s input

3 transference ;

i 3 dissipation

l l log (k)

kg KD

E(r) = K? E(k) el E(k)=e "

= Nous allons nous concentrer a la décroissance exponentielle:
U@~ e = E(r)~e "
pour les hautes fréquences €| >> 1.

= Le comportement observé de facon expérimental E(x) ~ x® (0 < k < Ko)
2 5
et E(k) = e3k73 (ko < Kk < Kkp) est un probléme ouvert.



Etude déterministe du spectre d'énergie: la décroissance exponentielle

-~
= L'idée de base: on assumera que f a une décroissance exponentielle et

I'on veut étudier un comportement similaire pour U, étant U une solution
de P((U-V)U) —vAU=f, div(U)=0.



Etude déterministe du spectre d'énergie: la décroissance exponentielle

-~
= L'idée de base: on assumera que f a une décroissance exponentielle et

I'on veut étudier un comportement similaire pour U, étant U une solution
de P((U-V)U) —vAU=f, div(U)=0.

Théoreme (2016)

Soit f € H™Y(R®) une force extérieure telle que pour go > 0 elle satisfait
/ gPeolel ‘?(5)‘2 LLAP NS
23 1§12
Alors, il existe U € H'(R®) solution solution des équations N-S stationnaires:
P(U-V)U) —vAi=f, div(U)=0,
telle que U vérifie la décroissance exponentielle en norme L?:

elél
R3

ou €1 > 0 est une constante qui dépende de &g.

-~ 2
0)| IePde < +oo




Etude déterministe du spectre d'énergie: décroissance exponentielle ponctuelle

Pour 0 < a < 3 on considére I'espace de Banach PM? défini par
PM = {g €S (RY):Z € Lh(R?) and [¢|B € L°°(R3)} ,

muni de la norme
lgllpame = 111€1°8]l o -
Pour a = 0 nous dénoterons |'espace PM° comme PM.



Etude déterministe du spectre d'énergie: décroissance exponentielle ponctuelle

Pour 0 < a < 3 on considére I'espace de Banach PM? défini par
PM = {g €S (RY):Z € Lh(R?) and [¢|B € L°°(R3)} ,

muni de la norme
lgllpame = 111€1°8]l o -
Pour a = 0 nous dénoterons |'espace PM° comme PM.

Théoreme (2016)

Soit f € PM. Il existe une constante n > 0 telle que

sup el¢! ‘f({)‘ <n
£ER3

alors il existe i € PM? solution des équations N-S stationnaires
P((U-V)U) —vAU=F, div(U) =0,
telle que U vérifie la décroissance exponentielle ponctuelle:

e
&P

0| < pour €40,
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