Représentation intégrale des martingales de carré intégrabie.

Ftude. des distributions extrémales.

Marc YOR

Introduction :

Le probl3me de caractériser les martingales continues (Mt,t;;-o)

qui vérifient la propriété

(j{%) Toute martingale locale N , nulle en 0, relative E 1% filtration
f Hs dMs , ol
O

|3

naturelle th(M) associée & M est domnée par N,

H est un processus {f;(m) prévigible,

est posé depuis plusieurs années. K.A. Yen et Ch, Yoeurp ont montré en par-
. . e < . .
ticulier en [9) que M vérifie (“ﬂﬁ) i, et seulement si, M est une mar-

tingale standard, notion introduite en (9) , et rappelBe-ci~-dessous.

De méme, le probiéme de caract8riser les points extrémaux de 1'en-
semble convexe formé par les distributions des martingales locales continues
considérées comme probabilités sur Rc = C(R, , R) (et faisant du processus
des coordonnfes Xt(w) = w(t) une martingale locale) n'a toujours pas regu
de solution compléte (ce probldme est l'une des questions pos@es par

L. Dubins et G. Schwarz en (3) Y .

On montre ci-dessous que ces deux problémes n'en font qu’un seul,
On aborde wn fait plus généralement ces problémes - convenablement formulés -
pour les martingales locales continues 3 droite et limitées 3 gauche. On
obtient alors des implications entre diverses propriétés ; cependant, on ne

parvient pas 3 une caractérisation compléte des distributions extrémales,

Ensuite, le théordme de Choquet permet d'obtenir pour tout p tel
que 1<p<® 1la représentation de toute distribution de martingale de puissance
pidme intégrable pour tout t > O comme barycentre de distributions extré-

males.

-

Je remercie vivement E. Lenglart dont les questions ont &té a

1'origine de ce travail.



1. Quelgues propriétés de martingales remarguables.

1.1, ~ Soit (Q;EF,P) espace de probabilitZ complet, muni d'une famille
croissante de sous~tribus ( Sﬁ;,t #0) vérifiant les conditions habituelles,

On note L 1'espace des (<F,p) martingales locales, toujours supposées
continues i droite et limitées & gauchey M

=(loc
(localement) de carré intégrable, et enfin (Hl, H.[|H1) 1'espace de Banach

) 1'espace des martingales

des martingales locales telles que ”M][Hl = E{@ﬁ,@)i/z] <o,

Soit X une martingale locale. On &tudie dans ce paragraphe la

propriété de “représentation prévisible par rapport & X .

Proposition 1 : Soit X wune martingale locale. Les deux propriétés suivan~-

tes sont Equivalentes :

(i) Toute martingale bornée, nulle en O , admet une représentation
comme int&grale stochastique par rapport & X d'un processus prévisible

(on dira simplement : admet une représentation prévisible par rapport & X).
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Démonstration : Supposons donc (i) réalisée. Par .localisation, il

. - . 1 o s
suffit de démontrer que toute martingale locale de H~ (c'est & dire, appar-
-~ ]- - [ - ] .
tenant & H° , et nulle en 0) admet une représentation prévisible par rap~

port & X . Remarquons tout d'abord que 1'espace

00
pid s 2 .
é{-?= {f prévisible] ”f”(s% = E J fS dCK"Qs <}
0
est €omplet pour la convergence selon la semi-norme ”.If%@ ¢ d'une suite
de Cauchy (fn)nﬁw pour I.[g@ , on extrait une sous-suite (fnj) telle
que L ”fn w f |Eﬂ:< ® , Soit A 1'ensemble (prévisible) de convergence
i m Pydb
de la série I |f - f |(s,w) . Posons g=1]|f - £ |1 et
I R it ot



£= (I (f  ~£f ))1, .Alors, ||[L |lyy =0 et:
i nj +1 nj A AS (f@

Ilfll < lsll 2zlle, -2 Ny, <=, enfin [l£-£, H
La suite de Cauchy (f ) converge donc vers f pour ” Has o
n &

Lfespace A = {f.X ; fé-’(fﬁ} est donc ferm€ dans _E:; , et contient

. ~ . 1 <
les martingales bornges, nulles en O , gui sont denses dans % . Dot

On notera la propriété de représentation prévisible par rapport
i X %,p(ff"sX) ou simplement .‘(;;ip(}{) sl elle est vérifide pour
= gz’t(X) , (g;t(x),t > 0) désignant la filtration naturelle associe
5 (1)

& X , rendue P-zompliéte, et continue 3 droite .

-

Enongons une seconde propriété, trés voisine de -R,p(g,}}{) , que
1'on notera @@X) : la seulermartingale locale L , nulle en O , telle que

re

XL soit aussi une martingale locale est la martingale nulle.

On notera 1%67’,3() (resp. f@?b(g:,}{)) la propriété précédente, oii 1'on a
remplacé “locale” par “de carré intégrable” (resp. : "born&') . On a &videm—

ment :@,(g:,,}{) = @b_(g‘ﬂ,x) =>C%.b(f}‘/9}{) , et de plus

‘o . Y. ; S
Proposition 2 : Soit X€L . Alors, Jf,p(ﬁ}{) ==>@ﬁ23',}{) .

Démonstration : Soit LE L , nulle en 0 , telle que XL soit aussi

une martingale locale. Par hypoth@se, ona : L = £.X , ofi f est prévisible,

[L,}{:J = f°[X9§Q est une martingale locale. f &tant prévisible,
t
-2 _
(£ 1|f|;n'(f'X))t = J IS llfsli.n d[:X,}jSC:]'; .
0

-

(1) On adopte la mBme convention pour les propriétés Enoncées par la suite.



De plus, elle est positive, c'est donc une surmartingale (positive) nulle
en O , et donc identiquement nulle. En faisant tendre n vers + s on
t
2 - .

a done j £2 d[ng_ﬂs==0,d‘ou L=0.

0
Un cas particulirement intéressant est celui oii X est localement de carré
intégrable. On rappelle auparavant le lemme classique de projection (prévi-
sible) dans M , df & Kunita-Watanabé :

Lemme 1 : Soit Mékﬂdoc . Pour toute martingale N de Yoo il existe f£

processus prévisible tel que J fﬁ d < M,M 2 soit localement intégrable,
0
et Lé%Ml vérifiant
=loec

=fM+L et <LM>s=0 .

Cette décomposition en £.M et L est unique.

De plus, si N est de carréd intSgrable, L 1'cst aussi.
On en déduit la :

Proposition 3 : Soit Xé&gﬁoc ; alors éﬁ_p(f?ix) ¢m>GEZG§g;X) .

Démonstration : D'aprds la proposition 2, il s 'agit de d&montrer
que @chg ;X) entraine -§L (ﬁ? sX) . D'aprés la proposition 1 , il suffit

de montrer que toute martlngale N de

éﬁoc , hulle en O , admet une re-
présentation prévisible par rapport & X . Soit N = £.X+L 1la décomposition
décrite dans le lemme 1. L est nulle en O , appartient 2 ﬁﬁoc s et XL
est une martingale locale. Par hypothdse, L = 0 , et Lfab(éﬁ;x) est donc

vérifide,



1.2. -~ En (9)9 est intrvoduite la propriété de représentation optiomnelle
par rapport & X&L , quasi-continue 3 guche - notée \,%06:,}{) ~ définie
4 1'aide de la proposition 1, dont la démonstration reste valable lorsqué
1%on remplace "prévigible" par "optionnel". Cette démonstratfﬁgva'ailleurs
différente de celle qui lui correspond en [9) (théoréme 3). D'autre part,
une version optionnelle convenable du lemme ! figure &galement en (9]

(théoréme 2).

1.3. ~ Dans toute la suite, ¢ (resp. Qc) désigne l'espace des fonc-

tions w R, *R, continues & droite, limité&es 3 pgauche (resp. contigues}.
= - e o > . ¢ 0 -

On note Xt(w) = p{t) , jﬂt = c(ks,sf:t) L L0 = 0(Xg,8ER,) Q.O/{dlc est

1l'ensemble des probabilités sur (S}d/c,ff:") qui font de X une martingale

locale. c'//éc est un ensemble convexe, ce qui découle de la remarque suivan-

te : P appartient 3 ci% si, et seulement si, pour tout néW , (Xt/\T 5
n

t > 0) est une martingale continue, oll T (W) = Inf(t 2 0, [Xt(w)| > n)

<o
o J t . 7
on ne sait pas montrer (et c'est probablement faux) que Oﬁéh est un ensem~

est une suite de temps d'arrét croissant partout vers + ® , Par contre
. . ;/ , i .
ble convexe : si Pl,qu:&ch » 11 n'y a auvcune raison pour que leurs ensem-

bles né€gligaables soient comparables, et donc pour que, si (T ,né&N) est

1
n
une suilte de temps d'arrét croissant P, p.s. vers + ® et réduigant X

pour Pi (i =1,2), la suite (T%f\Ti ; naH)Y croisse P; p.s. véps + o

Cependant, Ia notion de point extrémal de c¢%ﬁ a toujours un sens
naturel : Bfﬁﬁ#d/c est extrémale dans G/éd/c (on note : P& ext Gﬁ%&/c))
si elle vérifie la propriété : biaéf)oslf 5 b’Plngéiﬁﬁ%/c s

P=oP+(l-0) P,=> P =P =P, .

Dans ce nouveau cadre, on notera naturellesnt SﬁLPCP) si P&o P4/
et que la propriété :%LP(X) est vErifiée sous la probabilité P (et de
méme pour les autres notations : ou notera par exemple E?Tt(P) la filtra-

tion Eft(x) sous P),.



La proposition suivante sera utilisg&e plusieurs fois par la

Proposition 4 : Soient PI’P Cﬁé’ telles qu'il existe a < 1 , avec
1
& -
Pl~m o P

I1 existe une suite de % (P) temps d'arrét (T ,NEN)  tels
que : T o P op.s. (et donc P1 p.8.) et E(suplx f\T ]) < w , Pour toute

telle suite, et pour tout n , (X > 0) est une (E?T(Pl) P ) et

T \T ot

(hﬁ (P),P) martingale uniformément 1ntegrab1e.

Démonstration : X &tant une Pamartingale locale, est localement

dans EI(P) : 1l existe done une suite Tn de (P) temps d'arrdt, telle
que T +® Pop.s., et, d'aprés 1'inégalité de Davis,

(suplX SAT_ |) < o , Dfautre part, il existe une suite (T ,EW)  de

ﬂ"(P ) temps d’ arre;, telle que : TL 4 e PI pP.8., et pour tout =n ,
(Xt/\Tl’t 2. 0) est une (E?i(Pl)’ martingale uniformément inté&grable.

D'aprés le théoréme d'arrét, on a, pour tout p et tout n

E(X 1. 1) = x i
“ = f‘\ .
M (eA Tp)/\'.[‘n sATp/\Tn 8 ’I‘P/\ T,

Le processus arrété (X I,t > 0) est donc une CJ“ /\T A TI(P ), P »

£EA T /\T
P

martingale, donc une CF’(PI) martlnpale, D autre part, pour tout u> 0,

on a

El(sgp[}{ At AT!I] < = E(supl}i ATp” S e

Faisant tendre n vers + ® dans 1'égalité suivante, ol AgE’ETS(P]) et

8 t:

B, (4 t/\T AT]] = B (4, Xs/\Tp/\TTll)



on a donc : (Kt/\T ,t 2 0) est une Pl—martingale uniformément intégrable.

C'est aussi une P-martingalé uniformément inté&grable, car le raisonnement
- ¥ ) ] " e 1

précédent s'applique en prenant P =P et (TnsnGHN) une suite de zjt(P)

temps d'arrét qui réduit (X_,t > 0) sous P .

Corollaire 1 : Avec les mémes notations que celles de la proposition &4, si

(L t > 0} est une versiom continue A droite de E[—wm /uﬁ (P)) ; alors,

pour tout n&W , X est une (E?:(P) P) martingale uniformé-

tf\T t/T
ment intégrable (YL est done une CT/I(P) P) martingale locale).

Démongtration : (X Lt/\T st 2 0) est une mattingale; car

t/\Tn n

(Xt/\T ;€ > 0) est une (E?i(?l),Pl) martingale. Elle est uniformément
0 .

intégrable, car

=

1 .
E(s:p |X o E‘sgp|Xsf\Tn]) < ®

L !
sATn sATn]

Voici &galement la définition ~ dans ce cadre - d'une martingale

(ou plutdt d'unme probabilité@ ! ) standard ([9)) :

Définition 1 : La probabilité Pébdg est dite standard s'il n'existe pas

d'autre probabilité Qémfz qui 1u1 soit Zquivalente.

Le théoréme suivant permet de classer les différentes propriétés

introduites jusqualors :

Théoréme 1 : Soit Péoﬁéd/c telle que Q?;(P) soit triviale, et que X

soit quasi—continue & gauche sous P . On a les implications suivantes :

%(P) ~—=>(e) mm>Q (P) ==> 18 (P)

| — 1 - -

(P standard) P& ext (- /é




Démonstration : a) D aprés la proposition 2, SE,(P) ﬂr>(Q(P)
b)CQﬁP) => P gtandard : supposons par exemple
Pf::o/-d , vérifiant GQgP), et Qé—a%éd Equi~

valente 8 P .

Soit (Lt,t 2 0) une version continue i droite de
( | (P)) Mf;(?) dtant triviale, on a : L, = 1 P p.s. Pogsons

L,=1+N_ . Puisque @ appartient 3 ok s ¥ N est une P martingale

locale telle que N, =0, D'aprés 1'hypoth&se, N =0 et donc Q=P .

c){ﬁ%(?) = Péfexteﬁé; : supposons par exemple
Péo*% veérifiant @b(P) Soient P],Pzé:c,-/é;i 9 océ':-]o,l:[ , tels que :
P a P + (1~a) By . Soit (L

[}

et > 0) une version continue & droite de

~"~|€Fl(P)] Comme P1 <

P, L est born2e et on peut appliduer le

corollaire 1. Posons Lo=1 + N_ . L'hypothése Cﬁb(P) entraine N =0 ,

\ et donc P = PI = P2‘.

d) P& ext&%g a/c ) >C§b(P) : soit L martingale
bornge par k , nulie en O , rtelle que X L soii encore une P-martingale
' Leo Lo . ;
locale. Alors, Pl = (] + ==)P et P2 = (] mlgu)P appartiennent & <% /o
P +P2 2k - a2k d/e
De plus, P = ”lE** ., P Btant extrémale, on a P = P1 = P2 ,. et donc

e) P standard =§(§b(P) 1 avec les mémes notations

qu'en d), on pose Q = (1 + ~~) . P qui appartient & ”ﬁéd/c , done Q = P,

done L =20,

£)(@, (@) = A, (®) : d'apras (9) (théorame 3,
Eﬁb(P) est équivalent A : toute martingale borm€e L , nulle en 0 , telle
que I[:K,L] = est nulle. Or, G_(,L] = 0 => XIS, => L =0 .

-
Corollaire 2 : Soit P&u%é , telle que E}J(P) soit triviale. Alors,

ﬁp(P) <> P standard <=> P& extu() .



Démonstration : S8i Péc%é , les propriétés QL {M et éﬁb’(P)

sont 8quivalentes. Rappelons que la premidre Equivalence flpure en (9]

{(th&oréme 6}.

1.4, ~ On veut dans la suite compléter 1'Ztude de extﬁ@ﬁ%) en rempla-
cant Elf(P) par un autre type de représentation optionmnelle (qui entraine
ﬁﬁ,(P)) Pour cela, on présente dans ce paragraphe différents rappels qui

seront nécessaires. La donnde de base est 4 nouveau un egpace filt¥é gZndé~
ral Cﬂ,g:,f?:gP) vBrifiant les conditions habituelles. SJD

bu prévisible sur @ X R, . Compte tenu de la propridtd : tout processus

désigne la tri-

croissant prévisible est localement borng&, la démonstration du lemme suivant

est immédiate.

Lemme 2 : Soient A et A' deux processus prévisibles, respectivement

croissant et & variation bornde sur tout compact de R _ .

1) Les mesures PA(’) définies sur (f2 X B4sgp) par

2]

E, (")) = E( J¢(s,w) dA;')(w}]
o

gont O-finies.

2) Il existe un processus ¢ et un cnsemble al@atoire I prévi~

: .
sibles tels que : } dP(w) p.s., dAT(W) = ¢(c,w) dA (W) + 1p(t,w) dAL(W)

l I' est de PA mesure nulle.

En vertu de la seconde partie du lemme 2, il est naturel de dire que dAé(w)
est absolument continue (resp. &trangére) par rapport & dAt(w) gi cette

propriété est vérifige pour P, par rapport i Py

On a maintenant besoin de certains résultats et notations sur les
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gur les mesures aléatoires, qui figurent en (5) : soit (E,é } un espace
o = P e .
mesurable lusinien, On note { = 0 X (O,w( x B et F = J ] éi, ainsi

que E = }O,W( XE et @é = gzﬁ(]O,WI)® e . On appellgﬂmesure aléatoire

. e ™ot -
tout noyau positif n(w : dtxdx) de ©,>7) dans, (Eséi) . Une mesure aléa-

toire n est dite prévisible si, pour tout Y61§?+ » le processus 1Y sui-~

vant est prévisible :

{ :Ymhmx)nw;dsﬁm.
O;t}Ké

D'aprés (5] (lenme 2.2) , on a la :

(D), (W) = j

Proposition 5 : Soit 1 une mesure al8atoire telle que la mesure Pﬂ dafi-

nies sur (59§5) par :

kfyégﬁp+ . En(Y) = E(Ji Y(.,t.xn{. ¢ thdX))
E
gsoit o-finie. Il existe alors une unique mesure prévisible, notée n
telle que .
Yred, . E(J‘ Y(.,t,x)n(. 3 dt,dx)) = E(J' Y(.,t,%) noC ; dt,dx)) .
3 B
On peut appliquer ce résultat dans la §ituation suivante :

m . -
E= R—-{0} =R , X est une martingale locale réelle et

nlw : dexdx) = Z I

ss(dt)e
s>

)(dX)

{Axs¢o} Axs(w

En effet, la mesure Pﬂ est o-finie : le processus I (Axs)z/\l est
s<t

3 valeurs finies (car majoré par [ﬁ,%}t) et & sauts bornés par 1 . Il
est donc localement intégrable. Cela signifie qu'il existe des temps d'arrét
Tn 4+ » P p.s., des conatantes a, > Q0 , tels que la fonction (strictement

positive sur ﬁ) H{w,s,x) = L

2 , .
a 1 5,0} X I soit P intégrable g
0 n ]Ong)( ¥ ) /\ n g ?

?n est done o-finie.



-} -

On appelle mesure de Lavy de X , et on note V{(w,ds*dx) la mesure

e a s 3 . .
prévisible n° . Si f& T est tel que le processus sit]f(s,AXS)II{AXS¥O}
soit localement int8grable (on Ecrit : féffﬁioc) , on note

vl = [ 1 vCasan) 1y ) £C,80)
R xR

Soulignons, pour la suite, que si hé&béap) . férEPlOC , ONL 4 %

{
vt(.ghf) = | . h(s) dvs(f) , oi (hf)(w,s,x) = h(w,s) £{W,s,%)
4
0,t)
On s¢ restreint maintenant au cas ol X est quasi-continue 3 gauche !

/2

a tout Uéh%gioc o fvéi?]( z I{AX ¢O}Vz(59ﬁxs))1 est localement intégrablej
<t 8

L3

i e |

1%
&% (ax 40

on sait associer, d'aprés [ll], lamartingale locale (U,)

J‘ U(s,AKé)
Xt

Jo,t

C'est 1'unique martingale locale 1L , somme compensée de sauts, telle que :

Ces martingales locales figurent &galement, avec d'autres notations en [4] R
article dont on s'est inspiré pour énoncer les définition et proposition

suivantes.

Définition 2 : On dit que X satisfait la condition de représentation des

martingales (et on note ER}(ﬁTLX)) si, pour toute martingale locale L , nulle

en 0, il existe ¢&F , Uéﬁﬁ?%oc tels que N = ¢.X° + U, . On peut dans

X
cette définition, remplacer "locale' par "bornge’ , la démonstration de la pro-

position | s'appliquant encore si 1'on introduit 1'espace

jﬂ=umwM@ﬁive?JumeK=E(f&@)d<fm°g
- S0

+ £ I

vz(s,Axs))”2 < w},
s>0

{AXS¢0}
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Proposition 6 : Soit X une martingale locale quasi-continue & gauche. La

propriété ﬁiﬁ(ﬁﬁ,x) est &quivalente &
Hb(fﬁ,x) : la seule martingale bornée L , nulle en 0, telle que

(%) En(AL|§P} = O(}) et < LC,KC >a 0 est la martingale nulle.

Démonstration : a)kjl'(gjvx) == ﬂ CSTFX) : soit L martingale

boriiée vérifiant (%). L admet une chomp051t10n L = ¢. x5+ UK , ol UCfujD

est un processus borné ,puisque L 1'est., D'autre part,

c ,C " c e v 2 ¢ C _ .
d <L X >t = ¢t d < ¥, X >t = 0 et donc ¢t d < X7,X >t =0 , ce qui
entraine 1€ =0 .

D'autre part, un calcul immédiat montre que En(ALléb)(l) =T ,
et done U =0, UX = 0, et finalement L =0 .

b) Hbfg7z Xy => \9t;(§;1X) ¢ soit L'vmartingale
bornée par k , nulle en O . La mesure P , restreinte 3 ¢, &rant
o-finie, on peut choisir Uéf%ii c version de E (AL|QD)(1) , bornge par 2k.
D'autre part, utilisons pour L€ la decomp031tlon du lemme 1 en LS = 4.X% + 1
ot L' est une martingale locale continue telle que < Lt,X*>=0.0na
done : L = ¢,X° + UX + L7 , oli L" est une martingale localement bornge,

- telle que < (LM, X® > =0 et E (AL”|C?)(]) = 0 , D'aprés 1'hypothése,
LY = 0 et done Ji’(“f‘x) est reallsee.

1.5. - On reprend ici 1'étude de ext@ﬁ@) dans le cadre décrit en 1.3.
Remarquons auparavant que, gi 1'on assoc1e a tout uF;b (»P) ol
b (QP) {Vz:\ggD vbhornéd ; I v {s AK ) I < p.s.}yle processus
£ (AX_#0)
(s<t)
t(w,s,%) = u(w,s,x) xET ,le processus & [ﬁ(s,&XS)I est localement int&-
s<t

grable, car :

(1) On note encore AL le processus (w,s,x)} + AL(w,s) défini sur § .



-] 3 vaa

5 (5, | £ (T oo, Ty 470 (ax D!

s<t sKt s<t
et le premier (resp.: second) facteur du membre de droite est un processus
Favs

localement borné (resp.: intégrable). La mesure prévisible dvt(u) est
donc bien dé&finie.
Théoréme 2 : Soit Pééext(ﬁ%%), telle que X soit quasi-continue 3 gauche
sous P , Alors : 1) la propriété &R/g(P) est vérifige ;

2) pour tout uéLbf(Ep) ; les mesures prévisibles dvt(ﬁ)

c . -
et d <X ,Xc > sont &trangéres.

t

Démonstration : 1) D'aprés la proposition 5,\g{é(P) gsera réalisée

si la seule martingale ¥ borné€e, nulle en 0 , telle que
7
(%) En(AM|9)) =0 et < MC,XC > =0 est nulle,
M &tant bornmge, et X localement dans jil , il existe une suite de temps

d'arr@t T + o P p.s., telle que E(Z | &M | [AX |) <« . D'aprés (x) ,
g<T

un obtient, en pogant 5a(m,s, x) = l)uj}n AT J(w,s) ]A (W) x l]x[<a lorsque
n’ 11 u =
A& S :
u uATn(P)

En(ﬂM ﬁa) = 0 , soit en dé&veloppant :

E( X (&4 ) (AX ) 1
unTn<§§pATn 8 5

1 =0
IAxslég Au) ?

et donc E(@I‘}QMT - EM,)QU/\T : Au) =0 . (M,X] , et donc MX est une
n n

martingale locale, ce qui d'aprde le théordme 1, entraine M = 0 --ﬂié(P)

est donc réalisde.

oy
2) Supposons qu'il existe uéfbf(JD) tel que les

mesures prévisibles dvt(ﬁ) et d < X°,%X° >  ne soient pas étrangéres,

t
D'aprés le lemme 2 , il existe un processus ¢ et un ensemble alfatoire T

- e s . My Cc .0 ~ ~
prévisibles tels que : dvt(u) = ¢t d < X°,% > * IF(t) dut(u) , o I est

de P{ € x¢ > mesure nulle, et ¢2 d < chxc ># 0 . Il existe alors n<N
¥
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tel que ¢2 I|¢|<R d < Xc,XC ># 0 . 0n a donc

dvt(l a) - ¢t'I|¢ [<n d < XC,XC >t = 0 ., La martingale localement
t:"—"

I
FC [(b[fmn
bornée M = -4 I ¢ 1 t
ornée b |¢]§p.x + (1ch I[M;nu)x est donc telle que MX es
encore une martingale locale, ce qui entrane M = 0 , et donc ¢ I|¢,<nuxc = Q,

ou ¢2 1 d <'XC9XC > =0, ce qui est contraire 3 la supposition faite.

|¢]<n

Le th&oréme est donc démontra.

Inversement, on ne salt &noncer qu'une réciproque partielle : le
théoréme suivant est 3 comparer avec un r8sultat trd&s analogue qui figure dans
1'appendice de (l), ol il est montré que la propriété de représentation prévisi-
rapport & une martingale fondamentale, pour les tribus d'un processus & accrois-
sements ind&pendants et stationnaires ne peut &tre rdalisée que si celui-ci

est le mouvement brownien, ou le processus de Poisson.

Théoréme 3 : Soit beﬂéd . On suppose que iﬂw;(P) est réalisée, et qu'il

existe un processus prévisible £ tel que AXS = £ I(AX #0) La mesure
8

AL
¥

aléatoire u(w,du) = I ¢ (du) I(AK #0) est alors P o-finie..84it E @
(s>0) s

projection prévisible,

Alors, P est extrémale dans &?@a si, et seulement si :
1) EFB(P) est triviale :
2) les mesures d < XC,XC > et df sont &trangéres-
mémes hypoth&ses, si X est localement de carré intdgrable sous P , on peut

remplacer £ par d < Xd,Xd > .

Enfin,ﬂ@;propriété'QE%KP)~-ést vérifige sous ces hypoth@sesd lors-
qué- Pifext (A . -

Démonstration : a) Montrons que U estEP o-finie. Pour tout € > 0,

pour tout processus g mesurable positif, on a :
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J 8(s0) 1iceq ) | ¢ H(wds) = (SEO) g(s,w) ]]Axs(w) > °

Or, le processus 7T IIAX |>E est croissant, & valeurs finies, et ses sauts
< el
83 gl
sont d'amplitude &gale 3 | . Il est donc localement borné, et la mesure
. . . . n
1 dufw,.) est QP g-finie.. Pour tout nEWN , il existe donec H( )
|£¢. ,w) |>e

processus prévisible, strictement positif tel que :

E( H" Co,w) 1.1 | du(w,.)) < o , De méme, il existe K mwocessus
G| £C,0) | 2=70)
3 =n+]

prévisible strictement positif tel que

E( JK(.,w) lIf(ogw)|gl du(m,.)] < e, Il existe donc.une suite (an) de

réels strictement positifs, tels que, si 1'on pose

n
H(s,w) = % a4 H(s,w) Il>lf(s m)i>~l~
nEH oSO

+ K(s,w) Me,wi> * '£(s,0)=0

on ait E( j H(ssw)u(w,ds)] <o, Comme H est strictement positif, on a le

régultat cherché,

b) Supposons 1) et 2) rdalisées : soit M une mar-
tingale bornée, nulle en 0, telle que < M,X > = 0 . Par hypothése, M admet
- . c - % g
une représentation M = ¢.X" + uy , ol uED (W) et ¢£ Y . Posons
= c
Pw,s) = U(wsssfs) ifs¢0-éf? . On adonc M= ¢.X + wx , et
d<MX>=¢d<K,X® >+ fydf =0. Les mesures d < X°,X° > et ai

-

Etant &trangdres, cect entrafnme -¢ d < XC,XC >=0,et £YPdE =0, d'oid
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$.X° = 0, et E[Effsllwsl I(AX %O)) = 0 , A fortiori, pour tout n&HW , on a :
s s
E{Zif ! 1) =0, et donc E[Z{Y_| 1 1} = 0 . Finalement
(Sl ol % 3:{_1) 0 (Sl 5] Jax b n] | ;
[ul=0, W =0,M=0, et PCext(h)

¢) Inversement, soit PélextQQ%), La condition 1)
est &videmment nécessaire. D'autre part, le processus us(w,s,x) 'Xl>€
(0%
appartient 3 bf(g’) . Donc, d'aprés le théoréme 2 , les mesures dv(u ) et

d < x°,x% > sont étrangdres. Or, d'aprés 1'hypoth&se faite sur AX , on a :
- 1 c e
= - 1 < >
dv(ue) f Iifliﬁ d& . Les mesures f(f I|f|§ﬁ df) et d < X ,X sont

donc Etrangdres,. ainsi que d& = I df et d < XC;XC >

|£]>0
d .d . _ .2
d) Supposons Xé}ﬁloc « Alors, d < X7,X » = £° dg,

d,Xd > est 8trangére 4 d < XCSXC > . Inversement, si ces deux

et donec d < X
mesures sont étrangdres, il en est de méme de f2 lfl>] dE et d < XC,XC >,

done de 1 36 et d < XC,XC > pour tout n , ce qui entraine que

SHE

df = L. . dE et d < KcuXc > sont étrangéres.
(Rl el

e) La fin du théoréme découle aisément des:

hypothéses faiteset de 2).

I.6. = Ce paragraphe est constitué.de diverses remarques, compldtant

17 etude falte précédemment. On se place & nouveau sur un espace filtré général

«Q, : T, t,?) s pour lequel X est une martingale locale quasi-continue 3
gauche.
r.l, On examine tout d'abord quelques conséquences de k propriétad

L?L(‘)(g:,X) .
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Proposition 7 : Si la propriété éﬁ;(f}ix) est réalisée, on a ;
- (§L = E?V’G(X) , ot é; désigne la tribu optionnelle sur QXZR+
- O
- pour tout EF; temps d'arrét T , %bT =mf%_\fG(X
//'“—’

En particulier, la famille !;ht n'a pas de temps de discontinuité.

7 Preed

Démonstration : Remarquons de facon générale (la propriété
B (F0 o inter ey que & =TV oGt T, mares :
D(MJ,X) n'intervient pas icl) que =V oMM ¢ martingale bornée)

(=25 ) . En effet, d'aprés le théordme de classe monotone, il suffit de dé-

montrer que la projection optionnelle des processus mesurables bornés
o " v I, _
He=2 1U;=éD (Z&Sr r,s€R,) est G ~mesurable. Or, Ht Z, 1 r,é](t) .

ofi Z_  est une version continue & droite de E(Zlﬁﬁt) , d'ol le résultat

ind

Ne

q“‘ L L] - - g S .
=, Soit maintenant M une martingale bornée. D'aprés 1'hypothdse, il
(Y]

. y? d
& . = M° o
existe donc u € & tel que : M= MO+ M+ u(t,AX) I{AXt¢0} » d'od

—
é} = SFL’O(X) . Le second résultat découle du premier, car :fﬂr est engendrée

]

par Z ](T<w) , pour Ze &, et si IIGEEJDB By 1(T<m)é}§}%‘ . La fin de 1la

proposition découle de la quasi-continuité & gauche de X .

r.2, On donne maintenant une condition guffisante pour gue la propriété
i . . s . ‘s - .
éﬁb(:%,x) solt satisfaite. Pour simplifier la présentation, on suppose X

continue,

Proposition 8 : Soit X martingale locale continue. On note A 1'espace

vectoriel des fonctions réelles, définies sur R, » déterministes,; bornées,

et nulles hors d'un compact.

Si pour tout t, les variables alatoires

t

Ef = exp[(f.X)t - % J £2(s) d < %,X >é) (£€A) sont totales dans Lz(EFi) 9

O
-
alors %?; est triviale et la propriété Jﬁb(€?ZX) est réalisée.
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On 2 le méme résultat en remplacgant les variables (Ei,féiﬂ} par

E
£ 2 _— -
1 et (Hn)t = Hn((f..:}{)t ) J £f7(s8) 4 < X,X >s) , (F& A,nEW) , od Hn(x,t)
0

désigne le niéme polyndme de Hermite.

Démonstration : Supposons, par exempe, que pour tout t , les

variables (Ei,féfﬁ) sont totales dans LZ(EF;) . Fixons ¢t .

t
: o
Soit At = {Y =a+ J H(s) dXs : a=cte .} Hﬁfsg et
0
t
2
E J H'(s) d < X,X > <@},
0
At est un sous—esgpace fermé de LZ(EF;) , qui contient les variables Ei .
t
En effet, d'aprés la formule d4'Ito, on a : Ei =1 + J Eg f£(s) dXS . EL
t 0
~ £.2 _2 t .
reste 3§ montrer E( (ES) £7°(s) d < %,X >S) < @  pour que Et appartienne
0
a At . Or, la martingale (Ei,sgp) de carré intégrable pour tout s ,

B N P s
admet pour processus croilssant Ai = J (Ei) fz(u) d < X, X >u . On a donc
C
E(Ai) <o, Dol : EiE}At , et donc At = LZ(SFi). Ceci entrafne, par

recollement, que toute martingale Mt de carré intégrable pour tout t admet
t
une représentation Mt = a3 + f H(s) dKS ; 0l a = cte , et H processus
0
prévisible, d'ol le rd&sultat .
t
£
La formule (Hn)t = J (H
0
, f & 2
lorsque les variables 1 et (Hn)t (F& A,n©CWN) sont totales dans L (E?i) .

f

n—l)s f(a) dXS entraine le méme ré&sultat
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Rappelons que la démonstration ‘msuelle' de f}EP(X) pour X
mouvement brownien (ou méme processus de Pgpisson, en utilisant une formule

exponentielle adéquate) est celle que 1'on vient d'écrire.

r.3. Soit P probabilité sur Q, , qui appartient & &4 , et telle

que XO =0 P p.s. Supposons que < X,X > (processus croissant associ? i

Tt, , oi Tt est le
changement de temps inverse de < X,X >t - Il est bien connu que Y est

X sous P) vérifie < X,X > =® P p.s. Soit Yt =X

un mouvement brownien. En conséquence, si Q = P | Qézaﬁé s, ona Q=P

b (o iy -
sur cf;(Y) ; ¢ar la mesure de Wiener est standard. Ainsi, si if;(Y) = :f;(x)
(ou, ce qui est équivalent : pour tout t , < X,X 3téﬂﬁmw(Y)), on a :
Q=7 ; P est donc standard, et donc extr@male dans @sz , d'apraés le

théoréme 1 .

Voici un contre-exemple, qui m'a &té communiqué par H.Kunita
en 1975, montrant en particulier que la propriété d'extrémalité de Pf%Gﬂ%
ne découle pas automatiquement de < X,X ?e = ® P p.g, Soit Z = (Blng)

E

. s 9z
ien A valeurs dane R™. Considérons Y, =

Bl
t

O —
=
[

[+]
1 . "
a <Y,Y > =‘f (Bu)2 du =% P p.s., d'aprés la propriété de récurrence du

a< Y,v >

movvemant hyownien 1infaire. Comme T (Btl:)z » la martingale (B::) 2'15

o A - . o w gt :
cht(Y) . Si \/ip(Y) etait vérifiée, la 39:;(2)

, 1.2 . .
martingale (Bt) —t admettrait une représentation prévisible par rapport i

t

est adapt&e aux tribus

Y , donc par rapport & Bz. Or, on a : (Bi)zut = 2 J B; dB; . (Bi)zat serait

o

donc orthogcnale & elle~méme, et donc nulle, ce qui n'est pas. La proprisdté

-Ea@(Y) n'est donc pas vérifiée,
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t.4. Contra.rement 4 ce qui se passe pour 6ﬁéc et off~ , la recher-
L_p - - »
che des points extrémaux de éh/c’ ensemble des lois de semi-martingales

sur Qd/c’ est trds simple, et sans intér@t.

s . - o L
Proposition 9 : Les points extrémaux de g% {resp. JL) sont les mesures

€, > oi a est une fonction 3 variation bornfe (continue) sur tout com-

pact de R+ .

Démonstration : Soit Pé%ext(&d) par exemple. 51 L est une

Lo
martingale borﬁée par %k , nulle en O , les probabilités P, = (1= EE)P
et P2 = (1 + §E)P appartiennent & f% , d'aprés (4) , et donc L =20.
Toute martingale bornée est donc constante, ce qui entralne facilement

le résultat.

r.5. Dans le cas ol le processus des sauts de X , clest 3 dire AX,
est localement borné pour P , on peut caractériser la propriété :
Pé&ext&ﬂ%ﬁ) , et montrer d'ailleurs qua 1l hypoth&se faite dans le théoréme
3 est naturelle.

Proposition 10 : Scit P&,4, , telle que X seoit continue A gauche et le

processus AX localement borné sous P . On a alors :
2
(P

P& ext (p//d) e
E}g(P) est P triviale.

De plus, il existe un procegsug prévisible £ tel que M = £ IAX#O .

Démonstration : On a montré dans le théoréme | , 1'implication

<= , Ipversement, soit Pﬁ?axtﬁﬁza). Tl eat &vident que %;B(P) est

P-triviale.
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D'autre part, soit M martingale borne, nulle en 0 et
M= ¢. X+ L la décomposition-prévisible de M par rapport & X , rappe~
18e dans le lemme 1 . On peut supposer le processus prévisible ¢ par-
tout fini. Om a' ¢ < X,L > = 0 , Par arr8t, on peut considérer le processus
AX borné. D'autre part, on a MM = ¢ x AX + AL , Cette &galité@ entralne

(n) _ {(n)
L ]M)If_._n

est un processus borné. Comme l'on a encore < L

. L est localement bornée, car AL

(n)

que la martingale
L > =0, et que la
M) _ 4

propriété Cab(P) est vérifige (théoréme 1), on en déduit : L .

et en faisant tendre n vers +® , L=0, d'ol Q%b(P) .

En particulier, la martingale locale [3,gj - < X,X > admet

~

une représentation prévisible f.X . X @&tant quasi-continue 3 gauche,

on en déduit {AX)Z = f x AX , d'ou le rdsultat cherché.

2. Représentation intégrale des martingales de carré intégrable,

e 1 1

o~ ke . pl ‘..
—~ Ui COlnSiLdere Les espaces I - s i
P \ I net sulvants

B
.
.

Q=R
[84
2 = ¢({0,n), R) pour n&N , n > 1

] . ]
Qc = ﬂcg munis de la topologie usuelle pour n = 0 , et de la

topologie de la convergence uniforme sur tout compact pour n > I , Les

[1 n - . -
espaces ”{”b(ﬂc)néﬁ sont munis de la topologie de la convergence &troite
correspondante ;o%bb(ﬂc) est alors la limite projective topolegique du systéme

r

féébmg) <molépb(szé) . ...w%b(a_ﬂg) <_..‘£a%b(sa§”>

rn(u) < u

oll rn(u)Eqﬁé b(Qz) est 1'image de pé?qéb(92+]) par l'application
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© ()

Tout sous-ensemble de 1'un de ces espaces de mesures est muni de la topolo-

gie induite par la topologie de l'espace en question.

9, . -
Pour tout @ >p > 1, (ﬁgz désigne le cOne des mesures P

positives bornées sur ﬂc ; faisant de X une martingale telle que :kft_; o,

J |Xt]p dP < o , D'aprés 1'in&galité de Doob, il est &quivalent de prendre

pour condition d'intégrabilité : x%t >0, J sup KSIP dpP < =, I1 est

a<t

donc naturel de définir f%;i comme le cOne des mesures positives bornées

sur Qc faisant de ¥ une martingale telle que :\f t>0,

J sup |Xs[ dP < « (mais, pour p = 1 , 1'ingalité de Doob n'est plus vala-
s<t ~

ble).aﬁﬁc est le cOne engendré& par Gﬁ% . 81 C est un cBne, on note

ext (C) 1'ensemble des génératrices extrémales de C .

Le lemme suivant permet de se ramener - pour les mesures extré-

males — & la premiere partie du travail :

'\’ [+
Lemme 3 : Pour tout o > p > 1 , ext (%E) = ext(ﬁ/@c)ﬂ(%z .

™
- . . . % ; -
Démonstration : L'inclusion (%?EC:C#ZC entraine

-~ e
; . - . 3 -
é@zﬂ ext(./f/{)c)_g—. ext(c‘%;g) + Inversement, soit Pé‘ext((ﬁgg) -1 P],PZCIM/@; s

. On a done V’t R Ei(sup ]Xs]p) <o (i =1,2).

tels que P = P] + P
s<t

2
D'autre part, comme p est supérieur ou &gal 4 1 , les temps
¥ ey -
d’arrét constants T, 2 =n sont tels que E[sgp IXﬂ«n|] < © , et donc, d'aprés

la proposition 4, pour tout n , (Xtﬂn ; t20) est une Pi martingale unifor-

mément intégrable, c'est 3 dire que (thtzp) est une Pi~martinga1e. Pina~

- 0( ° - .y
>~ lement, Pfﬁwﬁgz (1 =1,2) ce qui entraine Pyo= APZ s et P appartient
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~J

8 une génératrice extrémale dely%é .

Le thZorZme suivant permettra dappliquer la théorie de @hoquet :

.
Théoréme 4 : Pour tout o > p > | ’C£;2 est la réunion de ses chipeaux,

qui sont métrisables,

Démonst=ation : On fait d'abord la démonstration pour p > 1} .

Soit donc LlE%@% , et DEN . D7aprés 1°in8galité de Doob, on a :

u[igg thlp] < ®, Ceci entraine 1'existence dune sous-suite (pg)kéEN
de W . pE 4+ + » lorsque k 4+ o, telle que ¢

£ = X ku( sup 2, - X ,])} <.
n kel t,t'<n £
le-cl<1/p,

Il existe &galement deux suites (an) et (bn) de constantes positives

tellas que

L) =% a, u{sup IXS|p + 1) < »
. s<n
et =
by A0 + I b, Rn(ﬂ) =1,
n>1

Posons alors, pour vé%%&P(Q ) op(W) =b AW+ T b R (V) , p est
+ e 0 o] B
une limite croissante de fonctions semi-continues inférieurement pour la to-

pologie de la convergence étroite et est donc semi-continue inférieurement .
L , .
H = {v::%@b(ﬂc) / p(v) £ 1} est donc fermé. Montrons maintenant qu'il est
relativement compact (donc compact) :oﬂé;(ﬂc) étant la limite projective
- y + n » [
topologique du systdme Q%Zb(ﬂc),rn)mﬁNg il s'agit de montrer que, pour tout
nEWN H(n) = rn(H) est relativement compact. Or, si v&*ﬂ(n) , On 4a ¢
E kvl sup | %, - %) < -
ke H t,t'<n n
It'-t‘—rillpf{l

Py < t_
v(l+]K0| ) £ 5%
[o s )



On déduit de la premidre indgalité :
VLE >0, =n(e) >0 tel que :

\7\)6’11&1) . \)( F1
t. &
| t-t7 | sn(e)

et done ¢ \Ult-: >0, ¥¥A>0, _«::In(s,?x) >0 tel que

(o) \U‘ \,"@.':.-.}-'?_{m} . \)( sup [X - K
t,t'<n
lt,t"[<n(e, )

De 1a seconde inZgalitd, on dé&duit :

(83 1D

T
ey AR ]/aobo <O

et
pTe >0, AAale) tel que : ‘q’veli(n) , \)(IXO| > Ae)) ¢

D'aprés le critére de Prokhorov sur S'ZZ' ([8)9 page 214, théoréme 2.2) ,
(n)
H

of ad i o
compact. Pour cus W = HD@%E soit un chipeau de 3762 , 11 suffit done

les propriétés (o) , (B) , (y) entrainent que est relativement

que W soit fermé& dans :/f‘f’é;(ﬂc) . Soit (\)i)iFI famille de mesures de W
convergeant Btroitement suivant le filtre Cf’_ vers \)éﬂ‘é;(ﬁc) « Tl

s'agit de montrer que pour tout (m+l) wplet ¢ = (8,45,<...<s = 8<t)

et toute fonction gé—Cb( ]Rﬂ) , on a:
@ v {5 |P e

() v(g(xslg.“.«.pxsn) X.) = v[g(zzsl,...,xsn) X

i A@!{%(ﬂc) , notons ' 1'image de A sur (]Rnﬂ,\% ( ]RnH)) par
1'application w + (Xs (1) IR Xs (w),}{t(w)) et __?‘_»_G la mesure définie

n
] 9
par dA (KI“”"XnM) = (1 + lx]' o Ixn+1]) dA (xl,...,xn+]) .



- 2 -

Or, la définition de H entraine 1'existence d'une constante
k < o telle que (*)V AW, I J (1 + 1% 1P dx <k
a e u = g

En particulier, v|X |? < lim v, |X_|P < k_ ((8) est vérifis) .

t = e 1t =
&l

D'autre part, soit /i = {A¥ ; AEW}CG%;( RnH) . D'aprés (%) , Z

—

gatisfait au crité@re de Prokhorov, car il existe une consgtante k& telle

(1+|x1|p+...+|xn+1]p)

¥ re ?Z J dm < k! t la foncti
que s ]+[x1|+”'+-[xn+1] Sk e a fonction
]+|x11P-I~—-—-+|x _Hip n+1
U(x, ,—,x ) =~ -2 tend vers O lorsque [xl = 5 lx.l > o
I T+l 1
l+[x1|+—~—+|xn+l| 1

(;n L d .
Sur JZ » la topologie de la convergence &troite coincide donc avec celle
Cb(xl ’#’an)

de la convergence simple sur les ﬁz?ct1ons de la forme T;TX1[+-~-+IXn+1]
pour ¢Efc.(iRn+1) . Ainsi, v —> W entratne que

- b i ¢

W0 ;@} v . Done, wI(h) —=>vI(h) h(x, ,~—px_, ) &gale &

Vi om Mo » Vs ZoY pour [ X ,) Ggale &
BT R B M e (RY. Ceod
T [x T i g | Il T+ e T b '

entralne (g} et W est un chipeau de (ﬁgg .

Précisons la modification qu'il faut apporter 3 la démonstration

lorsque p = 1 , Soit donc gﬁ@l . 8i pour n€EN , on note u: la loi
sous u de sup |X

] , 11 existe une suite (an) telle que
t<n

t
*
E a_ f un(dt) (l+t) < =, Soit © 1la mesure bornée I a, u: sur 'R* .
n n
Ry
Comme J n{de) £ < » , il existe d'aprés le théoréme de La Vall@e-Poussin

- Ry
((7]—II—T22) une fonction g : R, *R_ » continue, croissaate, positive,

convexe, telle que (L) — 00 af J n{dt) g(t) < « , Posons alors
{tow) R
+
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LG = 1 ﬁh Iu(dw) (1 + g(sup |X |3) < ®» , On peut alors reprendre la
n t<n

démonstration précédente en remplagant la fonction u + u? définie sur

R, , par la fonction g .

. + " .
EnfanQ%QBCQC) étant un espace polonais, les chapeaux de S&:E

(% p > 1) sont métrisables.

Remarque : La démonstration est inspirée de la ré&daction de C. Dellacherie

({2)) pour 1a question voisine de la représentation intégrale des surmar-

tingales & temps discret.

2.2. -~ On étend maintenant au cdne (égp (1 £ p < «) (définition évidente)
les résultats obtenus pour cﬂgp . On note G%Z 1l'ensemble des homothé&tiques
des lois de cfév et  ext (""’/Zﬂ) 1'ensemble R . ext (o/é)

L'espace Qd est muni de la topologie (0) de la convergence
de Skorokhod sur tout compact, dont la définition et les principales pro-
priétés (figurant en (6]) sont développées en appendice : signalons sau—
lement que dans les livres usuels de référence sur le sujet (EB], par
exemple), est seulement &tudiée la topologie de Skorckhod sur
Qg = Cadlag ((O,n];R); toute fonction de Qg ~ etant supposée continue &
gauche en n , ce qui crée quelques difficulté&s~résolues en (6] - pour

étendre de facon naturelle la d&finition de la topologie de Skorokhod & ﬂd.

Liespace cﬁéb(ﬂd) est muni de lz topologie &troite correspondant
4 la topologie (C) sur Qd . Tout sous—ensemble borélien de cﬁéb(ﬂd)

est muni de la topologie induite.

Le résultat et la démonstration du lemme 3 se transposent sans

changement dans ce cadre :
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~
Lemme 3' : Pour tout o > P21, ext @%%g) = ext «d)f)%%;g .

La démonstration du lemme suivant est immé&diate :

Lemme 4 : Soit (X,Z) espace polonais muni de sa tribu borélienne. Soit
(ft)0<t<A une famille de fonctions positives définies sur X et posséd-

dant les propriétés suivantes :

(i) pour tout xEX , 1'application t » §§x) est continue &
droite ;
(ii) pour toute mesure positive bornée v sur (X,) , pour
presque tout t < A4 , la fonction ft est eontinue hors d’un ensemble de

V mesure nulle (on dira : est v p.s. continue) .

Alors, 1'application v + v(sup ft) est étroitement semi-
. 0%t<a
continue inférieurement sur&#éb(x) o

- - 4 (‘ ot - o
Théoréme 4' ¢ Pour tout ® » p z 1 ,(k;g est la réunion de ses chipeaux

qui sont métrisables.

Démonstration : On suit celle du théoréme 4 , en indiquant seu-

lement les points qu'il faut modifier. Soit done o > p>1l et ;1&&?59
Alors,

1} il existe une suite (an) de nombres strictement positifs

telle que ¢ r(p) = X a, u(l + sup [xtfp) < w g
fn t<n

2) il existe une suite d'entiers Py t+ o, lorsque k 4 «,

telle que ¢ s(u) = L k u[ sup |X

- X I < o s
k tgt‘<l/pk ¢ J ,

t
e [ - . bt ¥ o [}
3) pour tout néN , il existe une suite (qk)kc;“:'-N d'entiers,

croissant vers + @ , telle que :

BUp

1,00 = Ik “[n—llq;:__gut'm %, = %) <=



")
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4) pour tout n€W , il existe une suite (yﬂ)ké—l\l d'entiers,

croissant vers + © | telle que :

v (W) =L kyu sup sup min(}X _-X 1% ~x ])] <,
& K (t <t,<n t, <t<t EEE
ltl-t |<l/ n 1 2
172 S Yy

Done, il existe une suite (bn) de réels strictement positifs
telle que :

p(M) = b fr(u+s()) + 21 b, (u  (W+v_(0) = 1
n>

D'aprés le lemme 4, et le théoréme A.3, H = {Uﬁf%é;(ﬂd)/p(u) <1} est

étroitement compact.

Il reste 3 montrer que W = Hfh%Z§ est fermé dans aﬁ;;(ﬂd), Soit

done (Vl)1€&I

On aura le résultat cherché si pour tout q@€HN , et tout (n+l) uplet

famille de mesures de W convergeant étrditement vers Vv .

g = (Sl<52<"°<sn = g<t) tel que les applications w + Xu(w) (u &)
soient v p.s. continues, on a : (8') v(sup [Kr|p } <@ et
< T

n req
‘(flgé—cb(m) , \)(g(XS R xt) = \)[g(XS . 3 ) x) . Or, il
1 n 1
existe une constante 0o _ telle que ¥ ae W, A( sup |X | ) .
D'aprés le lemme &4, on a donec (8') . D'aprés le choix du (n+1) uplet o ,

(e)
1 35? v sur RF+1 . La fin de la démonstration est alors

identique & celle du théordme 4 pour p > 1 . Pour p =1, on procéde
de méme qu'au théordme 4.

Voici maintenant le ré@sultat de représentation pour qui

découle du théordme 4 , & 1'aide du théordme de Choquet (voir, pgicexemple,
[7), XTI, T 24, T25 et 37) : Soit Pfﬁﬁg . Il existe un chipeau

W= (L21) ! de <£7d/cte1 que R(P) s et une mesure de probabilité
¥ gur @ﬂ9 (Qd/ ), portée par extG%ﬁ a/c ) (Rwl) , qui est un ensemble

borélien, telle que :

g . . P ~
(1 ¢ :<k;g/c > [Ogaﬂ est une fonction additive, positivement homogéne et

semi-continue inférieurement.
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Veeve?) , ey = I v(f£) an(v) .

ext GB‘%E,C)

On en déduit, par un argument de normalisation utilisé en (2)
(page 16), que gi P est une probabilitéd de ‘%glc » 11 existe une mesure
de probabilité A portée par ext(u%d/c)ﬂ%dp/c telle que :

Viev@D . B0 =j V(£) dA(V) .

ext (VM%UC)
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Appendice :

La définition de la topologie de Skorokhod sur tout compact, d&fi~
nie sur @, = {w :R_+R, continues 2 droite et limitdes 2 gauche} , et

notée ici (0) , ainsi quo les propriétds Bnoncées ci-dessous sont empruntées
a (6) .

On appelle changement de temps toute application A strictement

croigsante et continue de R, dans lui~méme, et on note

IA| = sup [A(L)~t] + sup |Log A-g-gz-:-}&-g-s-)-] .

>0 s#t t-s

Une suite (xk) converge vers X dans Rd pour (0) si,

k&N
pour tout entier n , il existe une suite de changement de temps (AE)DS] R

e L

telle que -
lim IAE] = 0
Tero0
lim  sup |x(t)-—xk€7\E(t))] =0 .
ko 0<t<n

Voici les propri&tés gui sont wtilis8es dans cet article :

Proposition Al : L'espace Qd » muni de la topologie {0) est un espace

polonais, dont la tribu boré&lienne est fﬁ;i = G{Xs,séﬁﬁ+} oil Ks(w) Z w(s).

Proposition A2 : (i) si la suite (Xk,k=£ 1) converge vers x pour (o) ,

alors xk(t) tend vers =x(t) pour tout point t de continuité de x .

(ii) Pour toute mesure positive bornée v sur (Q ,QRO) .
d o0
pour presque tout t , il existe un ensemble N de v mesure nulle tel

que X; soit continue en tout point uséENt .
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Théoréme A3 : Pour qu'une famille (vi,iGEI) de mesures positives bornées
sur (degzz) soit relativement &troitement compacte (Qd étant muni de la
topologie (0)) , il suffit que pour tout € > O , tout entier p , et tout

n positif, il existe

: > <
a) ay >0  tel que sup vi{sup [Xt] ap}== al
I t<p
b) b, >0 tel que sup v.{sup [X -X]|>n}ze
1 I g,t<h
n
< - >
) Con <P tel que sup vi{ sup IXt X5| nt <e
c £5<t<p
P
d d >0 tel que
) P,1 4
sup vi( sup sup min{[thxt ],Ixt—Xt 1} >n)<e
I £, <t <p t <t<t 1 2
tl-t2'<d 1 2
1762159,
e) sup vi(ﬂd) < w

I
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