ETUDE DE CERTAINS PROCESSUS (STOCHASTIQUEMENT) DIFFERENTIARLES

OU HOLOMORPHES.

INTRODUCTION

La notion de processus holomorphe développée par R. Cairoli et
J.B. Walsh en (1) est étendue dans le cadre du processus de Wiener complexe
d deux paramétres (Zz, z €¢ =R, + iR).

Plus généralement, on &tudie les processus (®z, z € C+) de carré

intégrable pour tout z, et tels qu'il existe deux processus (que 1l'on pourra

choisir continus) %g et %%’ avec 3

+ - 3% + 28
= < o, LA JHZ 52 212 + 33 %2}

EY) 30 . =
¢° + JVZ {az 5.7 + 2= 3.7}

ol Hz = {utiylu<x} et v, ={x+iv|v <y} (z=x+iy) (on dit que & est
différentiable par rapport 3 (X,Y) ou (Z,2)). On dit que & est holomorphe

(par rapport & Z) si Qg_= 0.
9z

Les principaux résultats obtenus, sont :

a) 81 ¢ est différentiable, g% et g% le sont aussi,

8) 55 (=0 = 55 G50

9
(32
Y) I1 y a bijection entre 1l'espace des processus holomorphes et

> p o0
= {f entiére |f(z) = I aﬁir H v& >0, I

P
|ap|? £ < =)
p=o p=o P

au moyen de d = f.Z .
z z




On &tudie, au premier paragraphe, les processus indéfiniment
dérivables par rapport & une martingale (Mt, t >0) de carré intégrable pour

tout t et de processus croissant <:M,M>t = t,

Le second paragraphe est consacré & rétablir dans le cadre du
processus de Wiener complexe 3 deux paramétres les résultats fondamentaux
d'intégration stochastique (expression des martingales de carré intégrable, et
formule de Green principalement) obtenus en (1) pour le processus de Wiener
d deux paramétres, réel.

Enfin, au troisiéme paragraphe, on obtient les résultats &nomncés

précédemment.

1.~ PROCESSUS INDEFINIMENT DERIVABLES PAR RAPPORT A UNE MARTINGALE

Soit (Q,%,P) espace de probabilité complet, muni de la filtration

(H_, £t >0) vérifiant les conditions habituelles. On suppose de plus
Jr= Vt:F;' Soit (Mt’ t > 0) wune martingale locale nulle en O. On désigne

par P(n)(M) la n-iéme puissance symbolique de M (voir (2), page 73),

définie par la relation de récurrence : Pén) = J 0.t Pég-l)(M)dMs, et
b
P(l)(M) = M. En particulier, si M est une martingale locale continue, on a

(™ o

Hn(M,<M,M>) ol Hn(x,t) désigne le n-iéme polyndme de Hermite,

c'est 3 dire le n-iéme coefficient du développement en série de

exp{ux - % u2t } par rapport & u. On dit qu'un processus (¢ _, t > 0) adapté

t’

est dérivable par rapport 3 M s'il existe un processus (@él),tzjn - non

unique a priori si M est quelconque - continu 3 droite, limité & gauche, et

adapté tel que :

t
- (D,
(1N 6, =0 + Jo o.M

-

® est dit deux fois dérivable (par rapport 3 M) s'il est dérivable, ainsi

que 1l'un des processus Q(l) pour lesquels (1) est vrai. On définit &e méme

les processus n fois (ou indéfiniment)dérivables.




En s'inspirant du lemme 9.13 de (}] dans le cadre défini ci-dessus,
on a le :

Théoréme 1.1.

Soit M martingale de carré intégrable pour tout t telle que
<M,M>t = t (ce qui entralne que pour tout p ¢N, |M|p est intégrable pour
tout t).

Un processus (Qt,t > 0) de carré intégrable pour tout t est
indéfiniment dérivable par rapport & M, si, et seulement si, il existe une

suite (an,n & N) de variables aléatoires jz mesurables telle que

n
(2.a) i E(ai %ﬁ 2 6. et
(2)
(n)
(2.b) o, = z a P )
t n €N n t

Remarque 1,2,

D'aprés (2), les seuls processus (¢ t > 0) indéfiniment

t’
dérivables par rapport & M, qui sont des martingales de carré intégrable

(ie sup EB@%J = E[@i] < ©» sont les processus constants.
t

Démonstration du théoréme :

a). Une récurrence facile entralne que, pour toute variable

n
Y € LZ(JTO,P), E[YZ{P‘(:H) (M)}2 ] <w, et plus précisément E YZ{PEH)M}Z = Ed— E(Yz)
t
b). On a : > =90 + J Q(l)dM
t o s s
(]
et oMo o+ | oM@ gy .
3 0 u- u

o]
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En remplagant ¢ . par sa valeur dans la premiére &égalité, et

en itérant ce procédé, on obtient :

n .
o = % q>(1) i) , dMsJ dMsz...J ar oo+l
¢ t ](,t] JO’SIE ]O,sn[ Basl Spr

i=o0
Remarquons aussi que, d'apré&s la premiére &galité, et 1l'hypothése
2 . t (.2 . - )
E @t < . on obtient E (@S )7ds < » , ce qui entraine, la fonction

o

g > E[(¢;I))2 ] étant croissante (Q(l) est une martingale localement de

carré intégrable), que : \/t, [ (l) 2 ] <o . et plus généralement

V/n, \;/t, E[(@E“))2 ]<m.

On en déduit :
8

n . . t n
- (1) (1) 2 (n+1_2
E[ {@t 'Z Qo Pt D} ]= J dsl... J dsn+] E[(@s ) ]
i=0 o o n+l
n+l
expression majorée par £ E[(¢£n+]))2].
(n+1)!

En appliquant la méthode utilis@e dans le lemme 9.13 de (l), on

obtient : lim o1 E (Q(n))2 ]= 0. On a ainsi la représentation :
<n+w)“
- (n) - (@
@t i a Pt (M), en posant a Qo .
n . .
D'autre part : E[(@ )2 ]= lim E{ L Q(l) P(l)(M)}2 ]
t . o t
(n-—>o) i=o
(o]
T E(Q(n))2 t < ®, et on a ainsi

n=o
obtenu (2).

Inversement, tout processus o défini 3 1'aide de la formule (2) est ipdéfiniment
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dérivable par rapport 4 M, de dérivée

Remarque 1.3.

On a di se restreindre, dans 1'énoncé du théoréme 1.1., 3 1'étude
des processus indéfiniment dérivables par rapport & M, qui sont de carré
intégrable pour tout t. Par contre, on ne sait rien dire si 1'on supprime
cette hypothése. D'autre part, si & est seulement supposé indéfiniment
dérivable par rapport 3 M (localement de carré intégrable), ¢ €5t lui-méme
localement de carré intégrable. On ne sait donc rien dire non plus sur les
processus de carré intégrable pour tout t, et indéfiniment dérivables par
rapport d une martingale M de carré intZgrable pour tout t telle que

<M,M >, =t AT, oi T est un temps d'arrét,

2.~ CALCUL INTEGRAL STOCHASTIQUE RELATIF AU PROCESSUS DE WIENER COMPLEXE
A DEUX PARAMETRES

Notons €@ = {z = x+¢iy| x >0, y> 0}

Dans toute la suite Z = (Zz, z & €+) désigne le processus de Wiener
complexe & 2 paramétres, c'est A dire Zz = Xz+in, oi X et Y sont deux
processus de Wiener réels, & deux paramétres, et indépendants (voir (l) et (3)).

On adopte sur ¢’ les notations suivantes :

z = x+iy €C+ ; 2' = x'"+iy' € ¢t .

) < 1
(z 22'") = xix' ; (2 Azt) === ¥TF 3 zvel = (xyx'yvy')
Yy y>vy

s +
R(O’z]={z'=s+1t€m [o<s<x;0<t<y}




2.1.- Voici trois familles de tribus importantes liées au

processus Z :

:Fz = G{Zu, u < z} \/(/3
712
Jz O{Z(S+it)’ s ix}\//)

N

]
Fp=0lZ .ot <ylvd

ol OW:)désigne les ensembles :Z; =0{Z , uf ¢} négligeables. On associe
i chacune de ces filtrations leur tribu prévisible 5”(4P‘,5F?) respective :
rappelons, par exemple, que J° est la tribu sur @ x ¢ engendrée par les
processus continus et SZ; adaptés,

Le but de ce sous-paragraphe est d'obtenir une formule de représentation
des &€léments de OWLZ, espace des :Z; martingales de carré intégrable pour
tout 2.

Pour cela, explicitons tout d'abord les différentes intégrales

stochastiques qui vont intervenir par la suite :

, 2 DYy = o> 3 + . 2 ©
.8i HeLy (P)={keJ ?\’/z@(\l , EJ(O’z]Ku du < =},

on sait définir (voir [l]) les intégrales (H.X)z = J(O z]Hs dXs et
’

(H.Y)z HI(O’ZJHS dYB.

Définissons, de plus, la tribu Cﬁ; sur Q X (m+)2, engendrée par

les processus &(Z,E) = l(C AE ) Y (g,8), od VY est un processus continu
+.2 - -
sur (€ )7, Qﬁi vE adapté.
M et N désignent maintenant indifféremment les processus X
ou Y.

:ﬁz) =K & jf; ; K=0 hors de & = {(g,E) |t AL}

L\/z cct, E J Kz(c,s)dr, dg < «
(ng] ® (O’ZJ

2
Notons Lloc(




2

loc(SFE)’ on pose

Si K = al () 1 ()€ L
(a',b’] a_z,b2

(KMN), = aM{(a',b' JOR_} W { (a%,b% JOR ).

On prolonge ensuite 1'application K + K.MN par isométrie de

Lioc(dﬁg) dans L2. D'aprés 1'inégalité de Doob-Cairoli ((l) théoréme 1.2)

on peut toujours choisir K.MN continue.

Le théoréme de Fubini, obtenu en (l) pour K.MM s'étend 3 ce

nouveau cadre. Il est donc licite d'écrire

(K.MN)Z = J(O,z] {J(O,z] K(C,E)ndhﬂ%"Jko,z]{J(O’z] K(C,E)dﬁg}dmc AL

(car le processus [ -+ K(z,E)dN_, par exemple, admet une version
(0,2 ] 3

0’2 mesurable).
Remarquons &galement qu'il ne faut pas confondre les martingales
K.XY et K.YX, qui ne sont pas égales (car, par exemple, E (K.XY)Z(K.YX)z = 0)

On peut maintenant &noncer le théor&me de représentation des &léments de

/nl? .

Théoréme 2.1.

-

L = (Lt’ t & C+) appartient & ‘nlz si, et seulement si, il existe
une constante Lo’ deux processus A,B de L%oc(éﬁ), et quatre processus

C,D,E,F de Lioc(jﬁ;) uniques (dans leurs espaces respectifs) tels que :

(3) Lt = L°+(A.X)t+(B.Y)t+C.XX)t+(D.XY)t+(E.YX)t+(F.YY)t ps.
En particulier tout é€lément de *ﬁ[z admet une version continue.
La méthode utilisée pour démontrer ce théoréme consiste d obtenir la formule 3
pour les martingales Mf’g = exp[ J {£(u)dX +g(u)dy }- 1 j (f2+g2)(u)du]
z u u’ 2
(0,z] (0,z]

oi f et g sont deux fonctions déterministes réelles telles que




I 2 (fz(u) + gz(u))du < ©, et 3 remarquer que pour z & G+, fixé, les
R

variables Mi’g que 1l'on vient de définir sont totales dans LZ(JZ,P).

Ce travail est trés semblable i celui effectud en (4), et il est donc omis ici.

2.2. Donnons maintenant une version de 1la formule de Green
(stochastique) dans le cadre de cet article.

Si z = x+iy € ¢+, on note H_ = {utiy|u < x} , v, = {x+iv ; v < y}.

Notons par ailleurs J (z) = (1, MN) , oi A= (C,E)IC AE} et
M,N A z
M,N=X ou Y.

. + e ..
a). Soit un processus (Uz,z &€ C) verifiant les conditions
suivantes

-vel (P

loc

~ I1 existe deux processus p2(u) et q2(u) appartenant a

2 . _
Lloc(Jr) tels que on ait, ds ps :

’./ = 2 2
Vt, U(s+it) Uo + p (u) 32Xu+ v q (u) 32 Yu PS,
s+it s+it

(on dit, pour un réel s, tel que ceci soit réalisd, que U admet des
dérivées partielles par rapport & X et Y 1le long de Vs ={s+iv,v > 0}.

Alors,
V/z & G+
’

(4) J U3K = I UdX +I p
H R R
4 Z z b4

On a une formule analogue pour j U'% Y, en &changeant dans le
H

membre de droite de (4) les processus p2 Z et q2, et X et Y.




. + o eps o
b). Soit de méme un processus (Uz,z &€ ) vérifiant les conditions
suivantes @

2

)
loc(J )

- Uel

2
loc

(7

. 1 <
= Il existe deux processus pl et q appartenant & L

tels que on ait, dt ps

1 1
\/s, Uipip = UO+IH p 3 X+ JF q 3,Y.
8,t ‘s, t
Alors

\’/z & C+,

[ U3 X = I U dxX + J pI aJ + J q1 aJ
v 2 R R %X R X, Y

z Z Z z

(et une formule analogue pour J UBZY).
vs,t
Ces formules et leurs démonstrations sont trés analogues d celles figurant

en U]. Soulignons cependant la fagon dont interviennent les mesures de Green

” * " n . . R
croisées JX,Y et JY,X' En particulier, on a :
r r
Yo X = X + t
Jy 1 Ja Y dX JY,X(S’ ) et
s,t s,t
Y82X = J Y dX + JX,Y(S’t)'
‘v R
s,t 8,t

2.3. La restriction MH (resp. MY) 3 une horizontale H (resp.
verticale V) d'une martingale M G{/”LZ est encore &évidemment une
martingale de carré intégrable pour tout 2z & H (resp. V). On note alors
< MH,MI-I >z = < M,M >}zI , 2 ©H et de méme <M,M >Vz , 2 £V. Explicitons

ces deux processus lorsque M est donnée par la formule (3) :




_]0_

<M,M > ™ Mo +IR {A(v)+JR C(u,v)dxu + J E(u,v)dY'u}2 dv

s,t o,t Rm9t

+J {B(v)+J D(u,v)dXu + I F(u,v)dYu) }2 dv,
R R

s,t @, t Rw,t

ol R&’t = {z = x+iy, y < t}

On obtient bien siir <M,N >I: ¢ Ppar polarisation ; de méme en
9

par R ={z = x+iy ; x < s }on obtient :

remplagant R ¢ .o
’ ]

< M,M >Z, = Mg + JR du [A(u)+J C(u,v)dX_ + I D(u,v)dY ]2

t
R
s,t Ra,m S,®
2
+ du [B(u) + E(u,v)dX + F(u,v)dY,
. v v
R R R
s, t S, §,®

3.~ ETUDE DES PROCESSUS DIFFERENTIABLES (RESP. : DES PROCESSUS HOLOMORPHES)
PAR RAPPORT A (X,Y) (RESP. Z).

La caractérisation des processus holomorphes par rapport 8 Z découlera
rapidement de celle des processus différentiables par rapport &3 (X,Y). Pour
le déroulement des démonstrations, on s'inspire essentiellement du paragrpahe
9 de (l) . En conséquence, les démonstrations qui sont identiques mutatis
mutandis - & celles de (1) seront omises.

Examinons tout d'abord certaines propriétés qui découlent de
1'existence pour une martingale de dérivées partielles le long d'une

horizontale ou d'une verticale :




Proposition 3.1.

Soit M € (]TLZ, et z_ = s +it .

Supposons que M ait des dérivées partielles le long de Hz par
o
rapport 3 X et Y, c'est 3 dire qu'il existe deux processus (Uz, z € Hz ) et
o
(Vz, z € Hz ) mesurables et :Z; adaptés, tels que :

0
s s
M =M+ U 3, X + v 3. Y s <8
s,yo 0 Io u,to 1 u,to Jo u,t:o 1 u,t:0 (s £ o)
s s
avec o] 2 / o 2
EI (Uu,t)du<°° et EJ (Vu,t)du <
o o o o

Alors, M a des dériviées partielles U et vV 1le long de Hz,

pour tout z €& Rz , par rapport & X et Y, qui sont respectivement des

. 0 - %
versions mesurables de (s,t) > E[Us,tol ;b;’tj et (s,t) » EEVs,tl dﬁs,fj'

Théoréme 3.2.

Soit z, = s°+it € ¢, et ME ﬁlz représentée 3 1'aide de
la formule (3).
Une condition nécessaire et suffisante pour que M ait des dérivées

partielles p(s) et q(s) par rapport 3 X et Y 1le long de Hz est que,
(o]
pour (8,v) et (s,v') en dehors d'un enserble Lebesgue négligeable de R, et
o

\

tels que v<v' <t , on ait
[:C(z;s,v')-C(z;s,v)]dXz + J [ E(z;s,v')*E(z;s,v)]de
R

o, o, t

T A(s,v)-A(s,v') = J
) o o

(5) .
(\B(s,v)-B(s,v') = Jr DD(z;s,v')-D(z;s,v)]dXz+ IR tEF(z;s,v')-F(z;ssv);lde

o, t [
**o *“o




..'|2._

De plus, lorsque ces conditions sont réalisées, alors,

ps z &R _, et ps s<s , les fonctions de v C(z;s,v), D(z;8,v),
)
E(z;s,v) et F(z;s,v) sont ps dv constantes.

Enfin, les dérivées partielles sont données par :

‘p(s) = A(s,v)+ JR

o C(z;s,v)dXz + JR E(z;s,v)de
3
)

m,to
ps VIt

q(s) = B(s,v) + JR D(z;s,v)dX + F(z;s,v)dY,

Jx
oo,to oo,to

Preuve : La méthode utilisée (voir[l]) consiste d calculer de
B
%o
deux manidres différentes le processus <M,M > =, On peut &videmment supposer

Mo=0. Alors, d'aprés 2.3, en posant :

P(s,v) = A(s,v) + JR C(z;s,v)dxz + JR E(z;s,v)de
w'to m,to
et
Q(s,v) = B(s,v) + JR D(z;s,v)dXz + JR F(z;s,v)de
m,to 'm’to
on a : H
z, Sty 5 o
(1) <M,M >y ¢ ° j (P7+Q7) (u,v)du dv.
’“o ovo
D'autre part, on a par hypothése :
Hz 8
<MM> O =t j (o% (w)+q%(u))du
S,t o
) o
s Hz Hz
1 ) o ,2 3 0,2
= —— e & M ane—
tb Io {(Bu M, X >u,to) * (au <M’Y >u,to) }u

Mais toujours d'aprés 2.3, on a :

< M,X >u’t = JR F(a)da 3 < M,Y >




et donc :

donc ds

et

tions de

définition, (¢z, z & ¢+) est dif partiellement différentiable par rapport aux

processus

s (o]
(ii) <M,M > = G J {(J P(u,v)dv)2 + ([
(o] o]

Les identités (i) et (ii) sont vraies pour tout

(o]
t, J (P2+Q2)(s,V)dv = (J
0

H
zo 1

t
o]

,t t

o} (o] o}

t t t

) 2 )
P(s,v)dv)” + (J

o} (o]

D'aprés 1'inégalité de Schwarz, on a donc, ds ps :

rto ) to )
P (s,v)dv = (J P(s,v)dv)

o o

t t

o o o 9
Q (s,v)dv = ( f Q(s,v)dv)

o o

v P(s,v) et Q(x,v) sont dv ps constantes.

¢ @, @), 2@, d?@)) tels que

et

1 1
o, =0 + JHz {r 3, X +q alY}

2 2
=0 + JVZ {pr azx +q azY}

E JH (p1+ql)2(u)du <w EJV (p2+q2)2(u)du <o,
zZ

z

Q(s,v)dv)?

_13—

Q(u,v)dv)z}du

s, et on obtient

D'aprés la méme inégalité, ceci ne peut avoir lieu que si les fonc-

La fin de la démonstration est identique & celle du théoréme 9.9. de(]).

Le théoréme suivant constitue le point crucial de 1'étude. Par

X et Y s'il existe deux couples ueoffefwes et jf;-adaptés
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On a alors le :

Théoréme 3.3

Soit ¢ processus partiellement différentiable par rapport 3 X
et Y. Alors :

. . 2 . .
a). & appartient & ﬂz , et admet donc une version continue,

notée encore &,

b). @ est continUment différentiable, c'est d dire : il existe deux

2, 22

processus continus (p.s. et dans L") et 32 tels que

2X 3Y
3% 32
%7 %t JHZ Uax 9% * 57 97}
- 3¢ 32
=%t Jvz Tax 32X * 51 Y

c). Les processus %% et %% sont eux mémes continument

différentiables (et donc ¢ est indéfiniment continument différentiable). Enfin,
) 3,3

3
v Gx® = 3z G¥P-

Preuves : a). A 1'aide des formules (6), on a pour z < z' :
2
E[QZ,IJTZ]= ¢ » et donc @G?)( ,
et admet, d'aprés le théoréme 2.1, une wersion continue.

b). Représentons ¢ & 1'aide de la formule (3). D'aprés le
théor&me 3.2., on peut alors supposer que pour tout (s,t) la fonction
de (o,T) C[&,t : s,r] est constante ps dodt sur o <s§, T<t (et de
méme pour D,E,F). Notons alors a(s,t) cette constante (de m€me ﬁ,ﬁ,f).

On a alors : HMN = ﬁ.JM ys pour H=C,D,E,F, et M,N=X ou Y. D'oii :
bl
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() o, =0 +@A.X), + (B.Y), +(E.JXX)z + B, + (.35, +(§.11,Y)z

-

Appliquons 3 nouveau le théor&me 3.2., pour en déduire, en transformant
le membre de droite de 1'égalité (5) que, si (s,t); (8',t')(s,t') et (s',t)

n'appartiennent pas i un ensemble négligeable F, et s <s', t <t', ona:

- - = Ca. X + Ed,Y
Aot T Bse J[Vs,t'"vs,t] 2 2
(G3)

A, - A =I ~ co x+ Do, Y
s',t s,t [:HS',t Hs,t] 1 1

b hee ] R

l:V(sf»'pt')_v(sf,t)
@i"

At e s, e =J[H(s',t')-H(s,t')]

et les &quations analogues pour B, notées (jjj) et (§ji').

Ecrivons seulement :

B(s,tv) = B(s,t) = J[Vs,t' -Vs t] (DBZX + Fazy)
(33id) . ) i i X
(S"t) B(S,t) B J[HS' t_HS,t] (Ealx + FalY)-

Soit T 1'ensemble des points (s,t) tels que (s,t) & F, et pour
ps (s',t"), (s‘,t')#F, (s',t) ¢ F et (s,t") ¢ F. F @&tant négligeable,

+ . . . - . . .
C N T 1l'est aussi. En particulier, cela entraine facilement qu'il existe une
suite Y, de points de T , telle que, pour tout n, Y, > (n,n) et que

(A, , n€N), et (B_ , n ¢N) soient deux. (F_ ) martingales. Lés points
Tn Ya Yn
(Yn, n ¢ N) appartenant &4 T , pour tout n &N, il existe Unc_ RY » et de
n




..]6_

mesure de Lebesgue pleine dans ce rectangle tel que : V/un G-Un,

A = E[AY Ij?ﬁ.] ps (et de méme pour B). Ainsi, en premant U =U U, les
n
n n

n
n
processus (Au, u&lU) et (B, u &€U) sont deux \jrﬁ martingales de carré
S . . . 2
intégrable. Soient donc %% et %% des versions continues (p.s. et dans L7)
de A et B respectivement. On a donc 3 V/u &U, A = gg) et B = gg) PS.
’ ' > Ta X’ u aY'u

Pour (s,t), (s',t'), (s',t) et (s,t') appartenant 3 U, avec

1

?
s <s' et t<t', remplagons dans les quatre &galités (jj)(() et (jjj)( )

. + -~
A et B par %g et %g. Associons X 4 € \U de la méme fagon que l'on
a associé TI' 3 F.

D'aprés le théoréme de Fubini, ds ps, (s,t) &€ x dt ps.

Donc, ds ps, il existe une suite tn(s) J 0, telle que (s,tn)(s))éix.

. e 20 . . .
Par continuité du processus % on obtient ainsi, en

appliquant (jj) : ds ps, dt' ps :
o0 9% . P o
(k) GPs,et = Go * va . (Co,X + Ed,Y)
?

et, de méme, ds' ps, dt ps :

30 = (92 A 3

(kk) (BX)S',t (ax)o + JH ' (calx + DalY).
8 ,t

32

oY’

Ainsi le processus %% admet des dérivées partielles le long de

Hz et Vz pour presque tout z. D'apr@s la proposition 3.1, il est donc

On obtient des formules analogues pour

. - - o . + - [] -
partiellement différentiable en tout point de € , et de plus, sa dérivée
partielle par rapport & X 1le long des horizontales est du ps é&gale & Eu
(et de méme pour les autres dérivées partielles).

A 1'aide de (k), et de la formule de Green, calculons :
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B2 3 x+85v-= (A dX+B dY)
3% 91>t Ay
0 R
(Urt) _ O, T
) Cazy y+Eauy +Dag o +Fayy .
(O,T)
' . = 32 %
D'old : Q(G,T) _I X alx + aYalY'

(o,7)

A 1'aide de (kk), et de la formule de Green, on obtient de m€me :

3% 32
®(o,1) Jv ax 2% * 5y 8T
(o,1)

Le processus ¢ est donc continument différentiable.

c¢). D'aprés (k) et (kk), le processus %i est lui-méme partiellement

différentiable, et donc continlUment différentiable d'apr@s b). Ceci entralne
donc Ez= Dz dx dy ps.

De plus, ces processus admettent des modifications continues
[aY]

~t
E et D indistinguables (car ce sont p.s. des dérivées partielles).

D'autre part, les formules analogues a& (k) et (kk) pour a8 sont

oY
: 38 - (22 ’ 5 5
(k') GPs.t' = GPo * Jy (D3, X + F3,Y)
s,t
' 3% _ (32 ' - -
(k') (BY)s',t aY)o * Ju . (Eaf{+ FBIY)'
8

~s ~4
Donc, D= E est 3 la fois la dérivée partielle de %% par rapport &

X et de %g par rapport a ¥.

- . —a— -.a.- = —a— _a_
On a done finalement : 5% (BYQ) BU(BX d).
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Remarque : D'aprés cette démpnstration, adapt@e au cas du processus
de Wiener W réel, 3 deux param@tres, il suffit de supposer qu'un processus
soit partiellement différentiable par rapport &8 W (définition &vidente)
pour qu'il soit en fait différentiable = un tel processus est appelé processus
holomorphe en (1] - et donc indéfiniment différentiable. Ce résultat vient
également d'étre cbtenu par R. Cairoli et J.B. Walsh dans un article 3
paraitre :

"Martingale representations and holomorphic processes"

article dont nous avons eu connaissance aprds la ré&daction du présent travail.

On s'intéresse maintenant au développement en série des processus
(partiellement) (et indéfiniment.!) différentiables. Tout d'abord, définissons
(1) .

les polynomes de Hermite (Hm n) d deux indices par
H

Hm,n(z,u) = Hm(x,u) Hn(y,u), ol z=x+iy, u >0

Théoréme 3.4.

' + . e rex .
Un processus (@z, z €€ ) est(partiellement) différentiable
par rapport 3 X et Y si, et seulement si, il existe une suite

(a )(m,n) & 12 de constantes telles que :

m, 1
m+n
= 2u
(7.a) \/u > 0, ) Iam,nl alal <
m,n
(7)
(7.b) 4»2 = I 2,0 Hm’n(zz 3 Xy) ps,
m,n

s . p +
la série convergeant uniformément p.s. et dans L2 surtout compact de € .

-~

Preuve : Soit & processus différentiable par rapport 3 X et Y.
On utilise tout d'abord la propriété : ¢ est indéfiniment différenmtiable, tout
en ignorant provisoirement la propriété suivante : 1l'ordre de dérivation par

rapport & X et Y n'importe pas.

~

(1) La définition des polynOmes de Hermite 3 un indice a été rappelée au
paragraphe 1.




ng_

N . . i .
Notons alors NQJ toutes les dérivations BJ possibles d'ordre
j par rapport 3 deux variables (1'ordre de dérivation important).

En dérivant le long de Hs g2 Onac
9

8 30 90
Qs,t = Qo * Jo {(Si)u,t alXu,t * (5§)u,t alYu,t}
20 2%
¢o * (BX)o xs,t * (aY)o Ys,t
rS ril F
3,9 3.9
- — + anme [ o=-
YO | BxGxPv,e 21 e T Gr®,e 31Yv,t]
Jo Jo L
S EEPE 3 .2 "
_____ == L. -]
Yo% e | 3G, %1 et et GE vt le,t]
Jo Jo kL :

En itérant, on obtient donc :

3 . s 1 ; ) wie il
6 =, . L (370) j 2, U J 5. U J 3. U + (E.)
S,t Jgn aJGm] o o 1 SI!t o 1 Sz,t o 1 Sj’t J S’t

ol dans 1'intégrale multiple d'ordre j aseocide a 3J figurent U=X (m fois)

ou Y (n fois) autant de fois et dans le méme ordre que 3w U g% apparaiss+i~
dans aJ.

De plus, on a :

S,

. s 3 .
E[(R.)g t] = ¢J*! EU dsl...J ds. f I.,. (33”45): t}:]
- ° o J @J j+1°

j+l .
Or, 3 & est une martingale, et donc :

2 £§£lifl 31,2
) E[(Rj’s,t]i GRiIT ELgh 7 g |

En reprenant la démonstration du lemme 9.13 de (l) avec les fonctions
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gn(s,t) = E[.Z (a“¢)§ t1 , on montre que le membre de droite de () converge
on e

. 2
vers O lorsque Jj tend vers +» , et donc (Rj)S " ——+ 30, dans L,
(G )

Revenant alors au développement de Qs gr On 2 donc :
9

® ; s sj—l
(p) 0 = I . I . (379) J 9. U NP J 3, U s
s, t j=0 53 Gi\] o] o | sl,t o 1 "s.,t
la série convergeant dans L2, et de plus :
0 . i
E[((I)S t)2 :|= S S (aJe)i (8)” <o
5 j=° aJ e @J J:

Rappelons nous maintenant que, pour les dérivées de ¢ , l'ordre de
dérivation par rapport 3 X et Y n'importe pas. Donc, en intervertissant

1'ordre de sommation de la série de &, on a

(p") @ = I a P
P s,t mn GN m,n ( m,n)s,t ’
s m+n—1
ou (P ) = E J 29, U ...J 9, U .t
m,n’s,t amFn € d(m,n) ° 1 Sl’t o 1 sm_m

;omn P .
a.(m,n)(ial)m D Ztant 1'ensemble des dérivations d'ordre m en X, n en Yy
(1'ordre important).
On en déduit les relations de récurrence ; pour m,n > 1,

s
(P ) =J {a]x t(P_ ) + 93, Y _(P }

msn’s,t t 1 “s,t rnr,n-l)sl,t

Ces relations &tant vérifides par les processus H (z ;st), et

m,n - s,t
de plus (Pl,o)s,t = Hl,o(zs,t ; st) = Xs,t
P = F . = ’
(‘d,l)S,t bo',](zs,t ? SC) Ysgt
on en dé&duit : %(m,n) e ZNZ, (Pm n)S e = HrJ n(zst ; st). De plus, de 1'&galité (p')
] ? Yy
définissant @ , il découle :
+n
27_ 2 (s£)°0
E[(‘I’s,t) ]' z 2 (ay B)7 “Riar <o

(m,n) €N
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2 Inversement, si une suite (am n) vérifie la condition
b

a
+ . crex .
g {mn__ wm » le processus ¢ défini par (p') est différentiable;

90 .
X z am+l n Hm n(zs,t’St) )¢ z am,n+l Hm,n(zs,t’St)
m,n m’n

Enfin, la convergence ps uniformément sur tout compact de la série
(p') découle de 1'inégalité de Doob-Cairnli sur les martingales de carré

intégrables. W

Passons maintenant 3 1'é&tude des prccessus holomorphes : on dira
que (¢ 2 €C ) est (partlellement) holomorphe par rapport & Z s'il existe

deux processus (fz,z ¢a ) et (g s 2 €C ) tels que :

?, =0 + J £,9,2, =0, + J 8,052,
H, v,

2 ?
E Jﬂz|fu| du <= et EJVZ le,|” av < =.

On a alors, avec une terminologie &vidente, le :

Corollaire 3.5.

I1 y a bijection entre 1' espace des processus (partlellement)
holomorphes et q@ {f entié&re | f(z) = 2 a ET s r >0, Zla 31
p=0 pP*
au moyen de

(8) @z = fozz.

Preuve : ¢ &tant partiellement holomorphe, est partiellement
différentiable par rapport & X et Y, et donc différentiable. De plus, pour
. +
tout z=g+1t £ C , on a :

. 90 30
= (33)

HeWu,e = Glu,e (i) dups v
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Les deux premiers processus &tant continus sont donc indistinguables.

Utilisons la représentation de @ 3 1'aide de la suite (am n)
bt ]
obtenue au théoréme précédent.

ad . 09 .
-_— = ] == = 1 T a H = T a H
n+ 2 +1
oY X (m,n) 611\12 m+l,n "m,n (m,n) €N m, m,n
| R R = 3

Dol ‘Jm, \/n : am,n+l 1 am+l,n
et donec a =i" a

m,n ntn, o

En reportant ceci dans le développement en série de ¢ , il vient :

—_ .0l .
Qs,t = (mzn) c 1\]2 1 am+n,o Hm,n(zs,t’St)
. -
N .
= péu ap,o{nzf_p i Hp-n;n(zs,t ; st)}.
Posons (K )(s,t) = I i" g Z :st).
( P ? n<p p-n;n( s,t )

On vérifie que les processus Kp sont holomorphes, et satisfont la

relation de récurrente

Kp+1(S,t) = JH Kp(u,t)alZu’t
s,t
= K (u,t)3,z .
Ivsgt P 27u,t
Or, les processus EIT 7P vérifient la méme relation ; de plus,
K =1, On a donc : V/p €N, K = + zP,
© P p! a_,o D
On en dé&duit finalement ¢ = I '-E-'— ZP= 1 a Z (a_=a_ ).
p! p p! P P»0
pe N p €N
La fin de la démonstration est identique 3 celle du théoréme précédent. H

Remarque : Voici une légére variante de cette démonstration :
Ayant remarqué que ¢ est (indéfiniment) holomorphe par rapport & Z, on applique
la version complexe du théoréme 1.1, pour t fix&, & la martingale

(Zs ¢ s >0) et au processus (@s e 52 0). Il existe donc une suite de constantes
b ]
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ap (il est facile de montrer qu'elles ne dépendent pas de t) telle que

2 Zg
) = L% 1lim I a P(“)(z ). Or, on a ici : P(n)(Z ) = ~Sat , d'oti le
s,t n s e S e « n!
(p <> ) nip
résultat.

Les résultats de représentation des processus différentiables et
des processus holomorphes entralnent bien entendu de nombreuses conséquences

immédiates dies 3 la simplicité de ces représentations. En voici quelques unes :

a). Soient deux processus différentiables U et V ; alors, il
existe ® processus différentiable tel que 3 . U et . vV si, et
oX oY
seulement si : v, N
Y ). &

b). A tout processus U différentiable, on peut associer une infinité
de processus différentiables V tels que a) soit réalisé&, ceux tels

tels processus V et V' différant d'un processus qui ne dépend que de Y.

¢). Les processus différentiables (réels) ne sont pas en général
stables par multiplication. En particulier, les seuls processus ¢ différentiables,
réels, tels que ¢2 soit aussi différentiable sont les processus constants (car,
d'aprés la formule de Ito (gi)z + (%%)2 = 0). Remarquons que dans le cas du
processus de Wiener réel X & deux paramétres, op a de méme : si 2 et VY sont
deux processus différentiables par rapport & X (appelés holomorvohes en (l)),
alors &Y est différentiable si, et seulement si, 1'un des deux est constant.

Remarquons ici, au contraire que si ¢ et ¥ sont deux processus
holomorvhes pour Z (sans condition d'intégrabilité), il en est de wéme pour ¥ .

On en déduit par exemple que :

d). Tout processus R différentiable (par rapport 2 X et Y), réel,

2 2
vérifiant 3R + 3R . 0 s'écrit sous la forme R = £(Z ), oi f est une fonctior
9,2 BXZ z z

X
harmonique réelle (prendre I différentiable réel tel que R+iI soit hclomorphe).
e). Tout processus holomorphe admet une primitive.
I1 faut noter que cette propriété e) n'est pas vérifiée pour les

processus ¢ faiblement holomorphes par rapport &8 Z, c'est a dire ne vérifiant pas
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+
forcément E[lézﬁ <o', et tels qu'il existe (‘l’z, zE£C) avec :

+
\/z &C, ¢z=¢° + IHZ wna]zu = Qo + JVZWUBZZU.

-

En effet, prenons Qu S (a¥0), processus continu 3 valeurs

Z —a

u
dans la sphére de Rieram §=¢U{=} . (On peut si 1l'on veut pas admettre

"\' - 4 —-—-II-I--—- .
® pour valeur du processus prendre Ou (Zu_a) I(Zu%a) ; alors, les processus
& et ¢ sont faiblement holomorphes, de dérivées- ~--L-—2

(Z -a)
u
1

(ou : = ===m——o ] si 1'on refuse « ),

De plus, {al &tant polaire pour (Zu, u ¢ Hz), les processus

(Qu, u E'Hz) et (3;, u E-Hz), sont indistinguables, (et de méme pour Vz).

T . = . ] e P
Ils n admettent pas de primitive, ear cn n'a pas: Hz Qualzu JV & uazzu P8Ss
sinon 1l'indice de a par rapport 3 ZH -y (w) serait p.s. nul, en contradiction
z

avec les résultats obtenus en (3) .
Plus généralement, si 1'on prend f ¢ Z (C NE), ot E est
1'ensemble des points singuliers isolds de f, E ? {0}, alors :
J £(z )dz = z Iyp (2) Rés (£,a)
z

m, (€D
k4

ol BRz = HZ-Vz et IBR (a) est 1'indice p.s. défini de a par rapport &
z

ZaR (W), et donc, dans ce cas, le processus f(zu)I(z n'admet en pénéral
z

. —que Y4 §E)
pas de primitive. Remarquons donc finalement/l'étude des processus faiblement

holomorphes reste un probléme ouvert, de mdme que celle des processus
(faiblement) ind&finiment dérivables par rapport & une martingale quelconque

(ou méme, de processus croissant <M,M >t = t).
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CORRECTIONS TYPOGRAPHIQUES

Représentation intégrale de mesures quasi-invariantes ...

page 3 : dans 1'équation de Chapman-Kolmogorov, lire dz au lieu de dy .

page 10 : dans la formule 1log a t(f,w) = , remplacer a par s, b par t .
H

Sur les intégrales stochastiques optionnelles ...

page 3 : dans 1'&noncé du lemme fondamental, remplacer M par L.

page 4 : dernidre ligne : lire -[(H*M)3,N] .

Représentation intégrale des martingales ...

page 20 : Proposition 10 : X est quasi-continue 3 gauche.
page 24 : U(x],...,xn+l) tend vers o« .,
Formule de Cauchy ..,
t
page 2 : formule (4) : J
8

page 4 : en ii), remplacer chafines par chemins.

t

X dYS - Y dX
page 15 : quatriéme ligne, 6, (w)-8 (w) = j -8..5... 35 _s .
t o 2
X" +Y
0 t’s S
page 17 : formule (12) , en exposant figure J _El—- ds .
o R (s)

page 18 : supprimer la barre qui figure dans la premiére ligne.

dz
page 26 : formule (13) IY(a) = 7= J ——-E- ps .

page 29 : seconde ligne : le membre de gauche

o e 2y a® w oo [OF
page 35 : 8 lignes du bas .‘J f(Zz Za) d Zz + (yo ya) f = (Zu Za) du .

I I 0z




page 38 : seconde ligne :
lire <2%2,%2>=0 et <%7,%25= ...

Etude de certains processus différentiables ...

page 13 : 9 lignes du bas : Q(s,v)
5 lignes du bas : deux couples mesurables.

derniére ligne :

E j (@2 (@H%w) du<o ;E j (%4 (H?) () du < »
H2 Vz
page 15 : formule (jj') : j (C 9, X + D 9, Y)

1
(Begr,ery B, ery)

page 21 : 7 lignes du bas :

p
\7 r>0, % |a |2 ET <,
% p:
2 2
page 23 : 5 lignes du bas : 3R + AR =0 ,
2 2

aX oY




